Sonderabdruck  aus  Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  50.  Band.  1904.  1.  u.  2.  Heft. 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Die  Lagrange  - Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 

Von  Georg  Hamel  in  Karlsruhe. 


Inhaltsverzeichnis.  Seite 

Einleitung 1 

Kapitel  I.  Geometrisch ■ kinematische  Betrachtungen. 

§ 1.  Einführung  neuer  Geschwindigkeitsparameter 7 

§ 2.  Die  Transitivitätsgleichungen 9 

§ 3.  Zusammenhang  mit  Lies  Gruppentheorie 10 

Kapitel  H.  Kinetische  Betrachtungen. 

§ 4.  Die  Lagrangesche  Zentralgleichung 14 

§ 5.  Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen J‘  16 

§ 6.  Diskussion  dieser  Gleichungen;  Beispiel  des  starren  Körpers 18 

§ 7.  Nicht  - holonome  Bedingungsgleichungen 20 

§ 8.  Wann  darf  man  bei  nicht -holonomen  Bedingungsgleichungen  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  und  die  illegitime  Form  der  lebendigen 

Kraft  benutzen? 21 

Beispiel  des  zweirädrigen  Wagens 26 

§ 9.  Die  Impulsgleichungen 30 

§ 10.  Die  Eulerschen  Gleichungen 32 

§ 11.  Die  Beziehung  zwischen  den  Annahmen  cZd'U  = 0 und  ddd'  = 0 ...  34 

§ 12.  Die  „Drehgruppe“  und  der  „starre  Körper  von  n Freiheitsgraden“  . . 42 

Kapitel  III.  Gruppentheoretische  Betrachtungen. 

§ 13.  Die  Gruppe  aller  Drehungen  des  n- dimensionalen  Raumes 45 


§14.  Die  Zusammensetzung  der  reellen  Drehgruppen.  Die  Typen  aller 

„starren  Körper“  von  weniger  als  8 Freiheitsgraden 50 


Einleitung. 

Die  Untersuchung  nicht  holonomer,  d.  h.  nicht  integrabler  Be- 
dingungsgleichungen in  der  Mechanik  hat  die  Mathematiker  in  den 
letzten  20  Jahren  vielfach  beschäftigt.  Einmal  handelte  es  sich  darum, 
das  Vorkommen  derartiger  Bedingungsgleichungen  darzutun  und  zu 
zeigen,  wie  sie  hei  kinetischen  Problemen  zu  behandeln  sind;  dann 
aber  vor  allen  Dingen  zu  fragen,  wie  weit  die  fundamentalen  Sätze 
der  Mechanik  noch  auf  sie  angewendet  werden  dürfen.  Soweit  das 
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Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 

Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten,  das  sogenannte  Hamiltonsche  Prinzip 
und  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  in  Frage  kommen,  dürfte  wohl 
so  ziemlich  alles  klargestellt  sein;  es  genüge,  an  die  Untersuchungen 
der  Herren  Voß,  Routh,  C.  Neumann,  Hertz  und  Holder1)  zu 
erinnern. 

Übrigens  kennt  bereits  Lagrange2)  nicht  holonome  Bedingungs- 
gleichungen, wenn  auch  nur  in  der  Statik.  Obgleich  er  nun  in  den 
Transitivitätsgleichungen  und  in  seiner  Zentralgleichung  alle  Mittel  besaß, 
auch  kinetische  Probleme  mit  nicht-holonomen  Bedingungsgleichungen 
zu  lösen,  so  hat  er  solche  doch  nicht  behandelt. 

Einer  Erledigung  bedürfen  noch  die  beiden  folgenden  Fragen: 

1.  Kann  man,  wenigstens  unter  gewissen  Voraussetzungen,  beim  Auf- 
treten nicht-holonomer  Bedingungsgleichungen  noch  die  Lagrange  sehen 
Gleichungen  anwenden  und  zwar  so,  daß  man  in  dem  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  T die  nicht-holonomen  Bedingungsgleichungen  zur 
Elimination  solcher  Koordinaten  benutzt,  deren  Ableitungen  allein  in 
T Vorkommen? 

2.  Welche  Gleichungen  treten  im  allgemeinen  Falle  an  die  Stelle 
der  Lagrange  sehen  Gleichungen? 

Daß  die  erste  Frage  im  allgemeinen  mit  „Nein“  zu  beantworten 
sei,  erkannte  bereits  Herr  C.  Neumann3);  am  gründlichsten  hat  sie  wohl 
bis  jetzt  Herr  Hadamard4)  untersucht.  Aus  zwei  Gründen  aber  sehe 
ich  die  Frage  damit  noch  nicht  als  erledigt  an;  einmal  sind  die  Be- 
dingungen des  Herrn  Hadamard  für  ihre  Bejahung  nur  im  allgemeinen 
auch  notwendig;  dann  aber  fällt,  wie  wir  sehen  werden,  erst  das  rechte 
Licht  auf  die  erste  Frage,  wenn  wir  sie  mit  der  zweiten  verknüpfen. 

1)  Yoß:  „Über  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik“,  Math.  Ann.  25, 
1884.  — Routh:  Advanced  Rigid  Dynamics  1884.  S.  329,  § 445  der  deutschen 
Übersetzung.  Siehe  auch  die  Bemerkung  vonF.  Klein  in  der  deutschen  Übersetzung 
S.  534.  — C.  Neumann:  „Grundzüge  der  analytischen  Mechanik,  insbesondere 
der  Mechanik  starrer  Körper“,  Leipziger  Berichte  1887  und  1888.  — Hertz:  „Die 
Prinzipien  der  Mechanik“  Werke  III,  Leipzig  1894.  — Holder:  „Über  die  Prin- 
zipien von  Hamilton  und  Maupertuis“,  Göttinger  Nachrichten  1896.  S.  122. 
— Siehe  auch  Richard  Greiner:  „Über  die  Einführung  der  Bedingung  in  das 
Hamiltonsche  Prinzip.“  Dissertation  (Teubner  1901). 

2)  Lagrange:  „Mecanique  analytique“.  t.  I.  Premiere  Partie,  Sect.  IV 
§ II  Nr.  13  p.  77.  (Dritte  Ausgabe  Bertrand.) 

3)  Außer  dem  schon  erwähnten  Aufsatze  siehe  noch:  C.  Neumann:  „Über  die 
rollende  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  gegebenen  Horizontalebene  unter  dem 
Einfluß  der  Schwere“.  Math.  Ann.  Bd.  27,  auch  Leipziger  Berichte  1885. 

4)  Hadamard:  „Sur  les  mouvements  de  roulement“.  Memoire  de  la  societe 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  (4)  t.  V 1895.  Abgedruckt  in 
Appell:  „Les  mouvements  de  roulement  en  Dynamique“,  Scientia  Nr.  4.  1899. 
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STORAGE 

Von  Georg  Hamel. 


Antworten  auf  die  zweite  Frage  sind  aucli  bereits  in  der  Literatur 
vorhanden.  Herr  Y o ß behandelt  in  der  erwähnten  Arbeit  das  allgemeine 
Problem,  aber  nur  unter  Benutzung  von  Lagrangeschen  Multiplikatoren.1) 
Vielfach  werden  dann  von  verschiedenen  Autoren  spezielle  Probleme 
mit  speziellen  Methoden  erledigt.  Herr  Appell2)  hat  die  Beant- 
wortung der  Frage  wieder  allgemein  in  Angriff  genommen;  doch  ist 
die  erste  Form,  die  er  gegeben  hat,  noch  wenig  durchgearbeitet:  an  die 
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Stelle  von  tritt  ein  Ausdruck,  den  Herr  Appell,  ohne  ihn  weiter 

zu  diskutieren,  mit  bezeichnet.  Aber  was  bedeutet  dieses  Der 
zweite  Versuch  des  Herrn  Appell,  in  dem  er  statt  der  lebendigen  Kraft 
T eine  neue  Funktion  S der  Beschleunigungen  einführt,  kann  ebenfalls 
trotz  seiner  ästhetischen  Vorzüge  methodisch  nicht  befriedigen.  Ein- 
mal bedarf  es  der  Transformation  der  zweiten  Ableitungen  der  Koordi- 
naten, dann  aber  verliert  bei  ihm  die  lebendige  Kraft  T gänzlich  ihre 
dominierende  Rolle,  sodaß  die  Systeme  mit  nicht-holonomen  Bedingungs- 
gleichungen durch  eine  so  tiefe  Kluft  von  den  Systemen  mit  holonomen 
Bedingungsgleichungen  getrennt  werden,  wie  es  nicht  dem  Unterschiede 
beider  Probleme  entspricht.  Bilden  doch  schließlich  die  holonomen 
Bedingungsgleichungen  nur  einen  speziellen  Fall  der  nicht-holonomen. 

Aus  diesem  Grunde  sollte  auch  in  den  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen die  Verwandtschaft  mit  den  Lagrangeschen  Gleichungen 
deutlich  hervortreten,  sodaß  diese  klar  als  Spezialfall  aus  jenen  hervor- 
gehen. Und  eine  derartige  allgemeine  Form  der  Bewegungsgleichungen 
der  Mechanik  ist  möglich;  sie  aufzustellen,  soll  das  erste  Ziel  der 
folgenden  Untersuchungen  sein.  Ich  nenne  diese  Gleichungen  die 
Lagrange-Euler sehen  Gleichungen  (siehe  § 6);  sie  sind  im  Texte 
mit  (IV)  resp.  (IV')  bezeichnet.  Ich  stieß  auf  sie,  als  ich  mir  folgende 
sehr  allgemeine  Frage  stellte: 

Welche  Gleichungen  treten  in  der  Mechanik  an  Stelle  der 
Lagrangeschen  Gleichungen,  wenn  ich  außer  den  n orts- 
bestimmenden Parametern  (Lagrangeschen  Koordinaten)  q1  . . . qn 
irgendwelche  n unabhängigen,  linearen  Verbindungen  (o1...con 


dq^ 

der  an  Stelle  dieser  einführe? 


1)  Wesentlich  auf  demselben  Standpunkte  steht  die  Arbeit  des  Herrn  Korte- 
weg:  „Über  eine  ziemlich  verbreitete  unrichtige  Behandlungsweise  eines  Problemes 
der  rollenden  Bewegung  . . . .“  Nieuw  archief  voor  wiskunde  1899. 

2)  Siehe  die  schon  zitierte  Monographie  in  der  Sammlung  Scientia  und  zwar 
Nr.  23.  Die  weiteren  Arbeiten  des  Herrn  Appell  über  diesen  Gegenstand  findet 
man  in  dem  Artikel  des  Herrn  Voß  in  der  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  IV,  1,  Nr.  38,  S.  82  erwähnt. 
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Diese  Fragestellung  findet  sich  bereits  in  einer  Arbeit  des  Herrn 
Boltzmann1),  die  ich  leider  erst  während  des  Druckes  durch  freundliche 
Vermittlung  des  Verfassers  kennen  lernte.  Herr  Boltzmann  gibt  auch 
bereits  wesentlich  die  richtige  Antwort2):  die  Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen  leisten  das  Verlangte.3)  Der  Weg,  sie  zu  erhalten,  führte 
mich  vom  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  über  die  Lagrange- 
sche  Zentralgleichung  (§  4)  und  unter  Benutzung  der  Transi- 
tivitätsgleichungen  (§2)  zum  gewünschten  Ziele  (§  5).  Dieses  Ziel 
aber  klar,  allgemein  und  in  seinen  einzelnen  Teilen  recht  zu  erkennen, 
das  wurde  erst  möglich  durch  das  Licht  Liescher  Gedanken:  das  Studium 
der  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  führte  mich  immer  tiefer  in  die 
Gruppentheorie.  Daher  habe  ich  schon  in  § 3 auf  den  zunächst  nur 
formellen  Zusammenhang  meiner  Untersuchungen  mit  den  Lieschen 
hingewiesen.4) 

1)  Boltzmann:  „Über  die  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen  für  nicht- 
holonome,  generalisierte  Koordinaten.“  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie 
Bd.  CXI.  Abt.  II  a.  Dez.  1902. 

2)  1.  c.  Seite  1612,  Gleichungen  24).  Nur  sind  diese  Gleichungen  noch  nicht 
völlig  durchgebildet.  Dagegen  sind  sie  hinsichtlich  des  Vorkommens  der  Zeit  all- 
gemeiner als  die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen. 

3)  Über  den  Zusammenhang  der  Lagrange-Eulerschen  mit  den  ganz  allgemeinen 
von  Lagrange  und  Poisson  durch  Transformation  abgeleiteten  Gleichungen  siehe 
die  Anmerkung  auf  Seite  17. 

4)  Inwieweit  Lie  selbst  an  eine  Anwendung  seiner  Vorstellungen  auf  Mechanik 
gedacht  hat,  konnte  ich  nicht  klar  erkennen.  In  den  von  den  Herren  Engel  und 
S cheffers  herausgegebenen  Werken  fand  ich  keine  Anwendungen  auf  Mechanik; 
die  von  Lie  selbst  geschriebene  Einleitung  zum  dritten  Abschnitt  der  „Transfor- 
mationsgruppen“ enthält  zwar  auf  Seite  VII  den  Ausspruch:  „Die  Prinzipien  der 
Mechanik  haben  einen  gruppentheoretischen  Ursprung“;  doch  bleibt  der  Sinn  des 
Satzes  ein  Rätsel  für  den  Leser.  Fast  möchte  ich  glauben,  daß  Lie  nur  an  die 
Integrationstheorie  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik,  an  den  Zusammen- 
hang von  Ja co bis  kanonischen  Substitutionen  mit  seinen  Berührungstransfor- 
mationen und  an  eine  Ausdehnung  der  Theorie  der  geodätischen  Linien  gedacht 
hat.  Die  auf  die  zitierte  Stelle  folgenden  Äußerungen  lassen  mich  dieses  noch  mehr 
vermuten;  der  Satz:  „Die  Kinematik  und  ihre  Sätze  ordnen  sich  zum  Teil  als 
ganz  spezielle  Fälle  unter  meine  allgemeinen  Sätze“  ist  besonders  wegen  des 
„zum  Teil“  schwer  in  seiner  Bedeutung  zu  ermessen.  Auch  die  Arbeiten  der  von 
Lie  genannten  Herren  Painleve  (Comptes  rendus  114  und  116),  Staude  (Leip- 
zeiger  Berichte  1892  und  1893)  und  Stäckel  (Leipziger  Berichte  1893,  1897,  Crelles 
Journal  107,  Comptes  rendus  119)  haben  mit  meinen  Untersuchungen  wohl  kaum 
Berührungspunkte.  Dagegen  sei  hervorgehoben,  daß  Herr  Hadamard  in  einer 
zweiten  kurzen]  Note:  „Sur  certains  systemes  d’equations  aux  differentielles 
totales“  (Proces-verbaux  des  seances  de  la  societe  des  Sciences  ph.ysiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  1894  — 95,  wiederabgedruckt  in  der  schon  genannten 
Nummer  der  Scientia)  auf  den  Zusammenhang  seiner  Untersuchungen  mit  der 
Lieschen  Gruppentheorie  hingewiesen  hat. 


Von  Georg  Hamel. 
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Daß  von  der  obigen  allgemeinen  Fragestellung  ans  auch  eine 
systematische  Erledigung  der  ersten  auf  Seite  1 gestellten  Frage  mög- 
lich wurde,  dürfte  einleuchten.  Mit  ihrer  Beantwortung  beschäftigen 
sich  die  §§  7 und  8 der  vorliegenden  Arbeit. 

Daß  für  spezielle  Fälle  (abgesehen  von  den  allgemeinen  schon  genann- 
ten Boltzman  n sehen  Untersuchungen)  schon  dieLagrange-Euler  sehen 
Gleichungen  aufgestellt  worden  sind,  ist  nicht  verwunderlich.  Gehören 
doch  die  Impulsgleichungen  sowie  die  gewöhnlichen  Eulerschen 
Gleichungen  des  starren,  um  einen  festen  Punkt  drehbaren 
Körpers  dazu;  die  einen  ergeben  sich,  wenn  man  für  colf  oo2,  gi3  die 
jt,  je,  q,  die  Komponenten  des  Rotationsvektors  nach  drei  im  Raume 
festen  Achsen,  setzt,  die  zweiten  aber,  wenn  man  für  g^,  g>2,  gj3  die 
p,  q,  r,  die  Komponenten  des  Rotationsvektors  nach  drei  im  Körper 
festen  Achsen,  einführt.  Die  Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen 
in  der  allgemeinen  Form  verdankt  man  Lagrange1),  der  sie  auch 
auf  dem  oben  skizzierten  Wege  gewonnen  hat.  In  einer  Untersuchung 
der  systematischen  Stellung,  welche  die  Impulsgleichungen  und  die 
Eulerschen  Gleichungen  in  der  Mechanik  einnehmen,  sehe  ich  einen 
zweiten  Hauptpunkt  der  folgenden  Betrachtungen;  ich  werde  die 
Gleichungen  gruppentheoretisch  charakterisieren  und  u.  a.  zeigen,  daß 
für  jedes  mechanische  System  in  einem  gewissen  erweiterten  Sinne 
Euler  sehe  Gleichungen  bestehen,  nicht  aber  Impulsgleichungen  (§  9 
und  § 10). 

Koch  in  zwei  speziellen  Fällen  sind  meines  Wissens  Lagrange- 
E ule r sehe  Gleichungen  aufgestellt  worden;  aber  ohne  daß  die  Ver- 
bindung mit  gruppentheoretischen  Gesichtspunkten  hergestellt  worden 
wäre:  zunächst  gehören  die  Gleichungen  hierher,  die  Herr  C.  Keu- 
mann  in  der  erwähnten  Annalenarbeit  unter  Kr.  45  auf  Seite  492  an- 
gibt, dann  die  Gleichungen,  welche  Herr  Carvallo2)  in  seiner  preis- 
gekrönten Arbeit  für  das  Rollen  eines  Körpers  auf  einer  Ebene 
aufgestellt  hat.  Abgesehen  von  dem  speziellen  Falle  des  Reifens  sind 
aber  seine  Gleichungen  nicht  so  weit  entwickelt  wie  die  des  Herrn 
Keumann,  sie  bedeuten  insofern  keinen  Fortschritt  gegenüber  den 
ersten  Gleichungen  des  Herrn  Appell  und  übertreffen  diese  vielleicht 
nur  durch  die  allgemeinere  Auffassung  hinsichtlich  der  verwendeten  Ge- 
schwindigkeitsparameter. 

Meine  allgemeineren  Impulsgleichungen  (§  9)  sind  dadurch  charak- 

1)  Lagrange  1.  c.  t.  II.  Sektion  IX.  Chap.  I,  § II  Nr.  22,  S.  208. 

2)  Carvallo:  „Theorie  dn  mouvement  du  monocycle  et  de  la  bicyclette“. 
Journal  de  l’Ecole  Polytechnique  Paris,  Et.  Serie,  Cahiers  5,  6 (1900  und  1901) 
Speziell  cahier  6 Nr.  72,  p.  36. 
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terisiert,  daß  T die  infinitesimalen  Transformationen  gestattet,  welche 
konstanten  infinitesimalen  und  zwar  virtuellen  Werten  der  Geschwindig- 
keitsparameter entsprechen.  Setzen  wir  also  d&i  = a*- dt,  so  wird 
hier  die  Variation  von  T so  ausgeführt,  daß  ^d'th  = 0 angenommen 
wird.  Die  allgemeineren  Euler  sehen  Gleichungen  dagegen  (§  10)  er- 
hält man  dann,  wenn  T die  obigen  Transformationen  gestattet,  aber 
unter  der  Annahme,  daß  die  Geschwindigkeitsparameter  seihst  hei  der 
Variation  ungeändert  bleiben,  daß  also  dco*  = 0,  d.  h.  dd&x  — 0 gesetzt 
wird.  Nun  besteht  heim  starren  Körper  zwischen  den  beiden  An- 
nahmen dd&x  = 0 und  ddd'x  = 0 die  merkwürdige  Beziehung,  daß  sie 
beide  dasselbe  aussagen,  wenn  man  nur  das  erste  Mal  für  die  co  die 
j r,  je,  p,  das  zweite  Mal  die  p,  q,  r einsetzt.  So  stelle  ich  denn  in 
§ 11  die  allgemeinere  Frage:  Wann  kann  man  durch  eine  lineare 
Transformation  mit  variablen  Koeffizienten  die  co  in  solche 
ca'  überführen,  daß  die  Annahme  dd&x  = 0 in  die  Annahme 
dd&x  = 0 übergeht,  wodurch  dann  auch  Impulsgleichungen 
in  Eulersche  Gleichungen  transformiert  werden?  Die  Ant- 
wort ist  sehr  einfach  und  merkwürdig:  „Es  müssen  die  den  d&x  ent- 
sprechenden infinitesimalen  Transformationen  eine  endliche  n-gliedrige 
Gruppe  erzeugen.  Und  diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend.“  Weiter- 
hin ergibt  sich  noch,  daß  die  zu  den  ca'  gehörende  Gruppe  gerade  die 
reziproke  Gruppe  der  gegebenen  ist  (§  11). 

Für  den  starren  Körper  sind  die  Koeffizienten  der  eben  genannten 
Transformation  die  Richtungskosinus  des  einen  Achsenkreuzes  gegen 
das  andere.  Fragt  man,  wann  im  allgemeinen  die  Koeffizienten  diesen 
Charakter  haben,  so  stößt  man  auf  eine  besondere  Klasse  von  Gruppen 
— ich  nenne  sie  „Drehgruppen“,  — die  dadurch  charakterisiert  sind, 
daß  die  Lieschen  Konstanten  der  Zusammensetzung  cilis  bei  geeigneter 
Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  eine  cyklische  Permu- 
tation ihrer  Indices  gestatten.  Ich  nenne  dann  ein  mechanisches  System 
von  n Freiheitsgraden,  das  eine  w-gliedrige  Drehgruppe  gestattet,  einen 
„starren  Körper  von  n Freiheitsgraden“  (§  12). ^ 

Da  „starre  Körper“,  die  zur  selben  Drehgruppe  gehören,  in  bezug 
auf  die  mathematische  Durchführung  eng  verwandt  sind,  indem  ihre 
rein  kinematischen  Gleichungen  durch  eine  Punkttransformation  in  ein- 
ander übergeführt  werden  können,  während  ihre  Eulerschen  Gleichungen 
der  Form  nach  identisch  sind,  so  gehört  zu  jeder  Drehgruppe  nur  ein 
Typus  von  „starren  Körpern“. 


1)  Ich  will  übrigens  bemerken,  daß  ich  trotz  derartiger  Ausdrücke  nirgendwo 
die  Mechanik  des  dreidimensionalen  Raumes  verlasse. 


Von  Georg  Hamel. 
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Daher  rechtfertigt  es  sich,  daß  ich  mich  in  den  letzten  Paragraphen 
nur  noch  mit  den  Drehgruppen  beschäftige.  Indem  ich  mich  auf  die 
schönen  Untersuchungen  der  Herren  Killing  und  Cartan1)  stütze, 
gelingt  es,  die  reellen  Drehgruppen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  zu 
erledigen;  bei  den  komplexen  bleibt  noch  eine  Schwierigkeit  zu  über- 
winden, auf  die  ich  in  § 14  hinweise.  Endlich  zeige  ich  noch,  daß  die 
einzigen  Typen  „starrer  Körper“  von  weniger  als  8 Freiheitsgraden  durch 
solche  Systeme  repräsentiert  werden  können,  die  sich  aus  unabhängigen 
gewöhnlichen  starren  Körpern  und  aus  Punkten  mit  Translationsbe- 
wegungen zusammensetzen. 

Das  wäre  kurz  der  Inhalt  der  vorliegenden  Arbeit.  Ich  will  noch 
bemerken,  daß  die  rein  mechanischen  Teile  ohne  tiefere  Kenntnisse 
der  Gruppentheorie  verstanden  werden  können,  es  genügt  fast,  wenn 
man  die  Begriffe  „infinitesimale  Transformation“  und  „Gruppe“  kennt. 
Wo  ich  an  anderen  Stellen  weitere  Sätze  der  Gruppentheorie  brauche, 
zitiere  ich  nach  den  beiden  Werken:  Lie-Engel:  „Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen“ in  drei  Abschnitten,  Leipzig  bei  Teubner  1888  bis 
1893,  Lie-Scheffers:  „Kontinuierliche  Gruppen“,  Leipzig  bei  Teubner 
1893,  und  zwar  nenne  ich  im  Text  kurz  die  Namen  der  Verfasser. 
Ebenso  verfahre  ich  mit  der  Monographie  von  Klein  und  Sommer- 
feld: „Über  die  Theorie  des  Kreisels“,  Leipzig  bei  Teubner  1897,  die 
ich  häufiger  zur  bequemeren  Information  des  Lesers  zitiere,  wenn  ich 
den  starren  Körper  als  Beispiel  behandle. 

Kapitel  I. 

Geometrisch  - kinematische  Betrachtungen. 

§ 1.  Einführung  neuer  Geschwindigkeitsparameter. 

Betrachten  wir  ein  mechanisches  System  von  n Freiheitsgraden; 
x sei  der  ortsbestimmende  Vektor  eines  beliebigen  Systempunktes  zu 
irgend  einer  Zeit,  q1  . . . qn  seien  n unabhängige,  Lagrangesche  Koor- 
dinaten, welche  die  Lage  des  Systems  eindeutig  festlegen,  a , b,  c drei 
Parameter,  welche  gestatten,  den  einzelnen  Punkt  des  Systems  zu 
charakterisieren.  (Man  kann  etwa  a,  b,  c als  die  drei  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Punktes  in  irgend  einer  willkürlichen,  aber  bestimmten 
und  möglichen  Lage  des  Systems  ansehen.)  Dann  ist 

' « = *(«,  b,  c;  2i  • • • 2„)2) 

1)  Literaturangabe  Seite  54. 

2)  Von  Systemverbindungen,  welche  die  Zeit  enthalten,  sehen  wir  hier  ab; 
daher  kommt  die  Zeit  explizit  nicht  in  x vor. 
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und  der  Geschwindigkeitsvektor 

(i) 


_ 71  _ — 

dx  — 

V dt  ~ X dqx 


dx  . 


wenn  wir  mit  t die  Zeit  und  durch  einen  Punkt  die  Ableitung  nach 
der  Zeit  bezeichnen. 

Nicht-holonome  Bedingungsgleichungen  einzuführen,  behalten  wir 
uns  für  später  vor. 

Nun  denken  wir  uns  statt  der  Cfa  durch  die  linearen  Gleichungen 


(A) 


X 


neue  geschwindigkeitsbestimmende  Parameter  coQ  definiert.  Die  x 
sollen  in  dem  für  die  Bewegung  in  Betracht  kommenden  Bereiche  — 
wie  übrigens  alle  vorkommenden  Funktionen  — reguläre  Funktionen 
der  q sein,  sonst  aber  willkürlich  bis  auf  die  eine  Bedingung,  daß  die 
Determinante 

IM 

von  Null  verschieden  sei.  Diese  Einschränkung  sagt  offenbar  nur  aus, 
daß  die  coQ  imstande  sind,  den  Geschwindigkeitszustand  vollständig  zu 
beschreiben. 

Wir  können  daher  die  Gleichungen  (A)  nach  den  w auf  lösen  und 
erhalten  so 

(A')  *».!«*• 

Zwischen  den  \ und  % bestehen  die  Relationen 

(2) 


wo  gleich  Null  ist  oder  gleich  1,  je  nachdem  X und  ^ verschieden 
oder  gleich  sind. 

Führen  wir  die  co  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  wird  v die  Form 


erhalten: 

(3) 

0 

WO 

s 

(4) 

oder 

(4') 

CD 

i?  1 hi 

II 

»i 

Von  Georg  Hamel. 
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Wir  wollen  auch  hier  der  Einfachheit  halber  annehmen,  daß  die  £ 
von  der  Zeit  t nicht  explizit  ab  hängen;  eine  wesentliche  Voraussetzung 
bedeutet  das  nicht. 

Daß  wir  die  Gleichungen  (A)  in  den  a linear  angesetzt  haben, 
mag  Brauch  und  Zweckmäßigkeit  rechtfertigen;  in  den  wenigen  schon 
behandelten  Fällen  (siehe  Einleitung)  hat  man  es  stets  mit  linearen 
Gleichungen  zu  tun  gehabt,  und  auch  die  nicht  holonomen  Bedingungs- 
gleichungen, von  denen  wir  später  noch  reden  werden,  sind  stets  linear 
gewesen.  Ob  man  gerade  mit  dem  Hertz  sehen  Beweise,  daß  nur 
lineare  Bedingungsgleichungen  möglich  seien,  völlig  einverstanden  sein 
kann,  bleibe  hier  unerörtert. 


§ 2.  Die  Transitivitätsgleichungen. 


Bezeichnen  wir  mit  dq x eine  virtuelle,  unendlich  kleine  Änderung 
der  Koordinate  so  seien  virtuelle  Verschiebungen  durch  die  zu 
(A')  analogen  Gleichungen 

(A") 

Q 

definiert,  wobei  aber  nicht  gesagt  sein  soll,  daß  es  Koordinaten  fr 
geben  müßte.  Trotzdem  werden  wir  im  folgenden  statt  cjq  häufig  die 
Schreibweise 


~df  = c\ 


gebrauchen. 

Wenn  aber  insbesondere  ortsbestimmende  Koordinaten  9^  existieren, 
so  bestehen  die  auch  aus  der  Variationsrechnung  bekannten  Gleichungen 


ddfrQ  = ddfry. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  treten  an  Stelle  dieser  Gleichungen 
andere,  die  wir  nach  Heun1)  die  Lagrangeschen  Transitivitäts- 
gleichungen nennen  wollen,  da  sie  bereits  Lagrange2)  für  den  Fall 
eines  starren  Körpers  aufgestellt  hat,  der  sich  um  einen  festen  Punkt 
dreht.  (Hier  benutzt  man  drei  co,  nämlich  die  drei  Komponenten  des 
Eulerschen  Rotations vektors.  Übrigens  haben  für  diesen  Fall  auch 
Kirchhoff  [in  seiner  Mechanik  S.  59,  Gleichungen  9]  und  C.  Neu- 
mann  [in  den  erwähnten  Arbeiten]  die  Transitivitätsgleichungen  ab- 
geleitet.) 


1)  Heun:  „Die  Bedeutung  des  d’Alembertscken  Prinzips  für  starre  Systeme 
und  Gelenkmechanismen. u Archiv  der  Mathematik  und  Physik  IH,  2,  S.  300. 

2)  Lagrange:,  ,Mecanique  analytique“  t.  II  Sec.  Partie,  Sektion  IX,  Chap.  I, 
§ 1,  P-  200. 
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In  unserem  allgemeinen  Falle  folgt  aus  (A"): 

0 7t 

(IÖ9'q  +2lurdq°dq*:‘ 

i To  ° 

aus  (A')  dagegen: 

3 7t 

S = N x(,,xödqi  + y'  -J&l  dqa  dq>. 

1 l,o  ±<J 

Subtrahieren  wir  diese  beiden  Gleichungen  voneinander  und  beachten 
wir,  daß 

döqx  — ddq A = 0 

ist,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  noch  in  der  zweiten  Gleichung  in  der 
letzten  Summe  X und  6 vertauschen, 


Führen  wir  nun  nach  den  Gleichungen  (A)  statt  der  dqa  und  öq A die 
dd  und  öd'  ein,  so  bekommen  wir 


(i) 


dS9s  - öd»Q  =^ßl,l,,J»fld»v, 

V,  * 


WO 


gesetzt  ist. 

Die  Gleichungen  (I)  sind  die  gesuchten  Transitivitätsgleichungen;  sie 
drücken  die  Differenz  död„  — öddn  als  bilineare  Funktion  der  dd  und 

s s 

der  dff  aus;  die  Koeffizienten  ß hängen  mit  den  n:  resp.  mit  den  £ 
durch  die  Relationen  (5)  zusammen. 

Nur  wenn  die  ß Null  sind,  sind  die  d wirkliche  Koordinaten;  und 
die  ß werden  nur  dann  Null,  wenn 


= o 

d<h 


ist,  wenn  also  die  d wirkliche  Koordinaten  sind.  Denn  wir  können 
die  Gleichungen  (5)  auflösen  und  erhalten  dabei 


(5') 


dnQ,  1 _ _ 'ST}  ß 

dqa  $ & / 1 r»  ? 

I U,  V 


§ 3.  Zusammenhang  mit  Lies  Gruppentheorie. 

Es  dürfte  nützlich  sein,  schon  hier  auf  den  formalen  Zusammen- 
hang mit  Lies  Gruppentheorie  hinzuweisen. 


Von  Georg  Hamel. 
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Die  Gleichungen  (A)  und  die  allgemeineren  für  virtuelle  Ver- 
schiebungen 

(A'") 

können  wir  als  Gleichungen  infinitesimaler  Transformationen  auffassen. 
Die  sind  die  infinitesimalen  Änderungen  der  Parameter,  hier  also 
als  konstant  anzusehen;  die  § x sind  die  Größen,  die  Lie  ebenfalls 
mit  ; bezeichnet. 

Dieser  Auffassung  entspricht  als  Symbol  der  pten  infinitesi- 
malen Transformation 

(ß) 

x 

Ob  diese  n Transformationen  eine  endliche  Gruppe  erzeugen,  ist 
noch  nicht  gesagt.  Wohl  aber  ergeben  zwei  mögliche,  d.  h.  mit  den 
Bedingungen  des  vorgelegten  Systems  verträgliche  Verrückungen  wieder 
eine  solche  und  infolgedessen  müssen  die  n partiellen  Differential- 
gleichungen Xyf=  0 ein  vollständiges  System  bilden,  d.  h.  es  müssen 
Relationen  der  Form 

t 

bestehen,  wobei  (X?,  Xa)  das  Ja  co  bi  sehe  Klammersymbol  bedeutet. 

Das  ist  übrigens  hier  selbstverständlich,  da  die  in  den  ~~ 
ö 7 

linearen  (XQ,  Xa)  sich  natürlich  auch  linear  durch  die  n völlig  unab- 
hängigen Xt  ausdrücken  lassen  müssen. 

Nun  behaupte  ich,  daß  die  y nichts  anderes  sind  als  die  oben  (§  2) 
eingeführten  ß.  Es  ist  nämlich 

<h  + = <h  + ^,Xvd%'v9 

V 

wobei  sich,  wie  auch  im  folgenden,  die  Operation  Xv  auf  f = q}  beziehen 
soll.  Weiterhin  wird 

Q-i  + + 8qk  + ödqx  = q}  + '^Xvd&v- \-^X/ld&fl 

v ft 

+^X/lXvd9vö»fl  +]?Xvdd»v, 

v , fx  v 

dagegen 

<h  + d<lx  + dqx  + döqx  = qx  -f  '^?Xud&u  +'^?Xvdfrv 

+Xx>x^d'^ +<2x**i*u- 

»i 


(A  = 1,  2 • • n) 
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Da  die  linken  Seiten  einander  gleich  sind  (da  nach  der  Auffassungsweise 
der  Variationsrechnung  ddq  = ddq),  so  müssen  es  auch  die  rechten 
sein;  daher  erhält  man  durch  Subtraktion  der  ersten  Gleichung  von  der 
zweiten,  wenn  man  das  Jaco bische  Symbol 

(XVi  Xfl)  = xvx^  - xfixv 

einführt: 

O =]?(XVt  +^XT{dS»v  - 9d%) 

V,  fl  V 

oder,  wenn  man  die  Formel  für  (Xv>  X ) benutzt  und  in  der  letzten 
Summe  den  Summationsindex  v in  q umändert, 

0 -2v*>  * ♦ ****** x?  +2^**9  - 

r,  ft,Q  Q 

Nun  ist  aber  XQ(qf)  = daher  folgt 

dd»Q  - Sd&Q  = -2jrv,n^d»yö»u 

d.  h.  wegen  der  Gleichungen  I (§  2) 

V fl,  V,  Q — ßfl,  V , Q 

und 

(II)  (XQ,Xa)=^ßQt0ttXr 

X 


Die  in  den  Gleichungen  (II)  hei  Bildung  der  Klammersymbole  auf  treten- 
den Koeffizienten  ß 0 , t sind  genau  dieselben  Koeffizienten , die  wir  in 
den  Transitivitätsgleichungen  kennen  lernten. 

Nun  ist  nach  Lie1)  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  die  Transformationen  (B)  eine  endliche,  w-gliedrige  Gruppe 
erzeugen,  die,  daß  die  ß konstant  sind.  (Zweiter  Fundamentalsatz.) 
Daher  haben  wir  den  Satz: 

Dann  und  nur  dann  sind  die  Koeffizienten  ß in  den  Lagrangeschen 
Transitivitätsgleichungen  konstant , wenn  die  zugehörigen  infinitesimalen 
Transformationen  (B)  des  Systems  eine  n-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

In  diesem  Falle  wollen  wir  auch  nach  Lie 


ßo,q,x  Co,q,x 

setzen.  Auch  ist  dann  noch  weiterhin  zu  bemerken: 

Integrieren  ivir  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 


dx 

dt 


1)  Lie-Engel  I,  Kap.  9. 


• Von  Georg  Hamel. 
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bei  konstanten  aber  beliebigen  o,  so  erhalten  wir  aus  der  Anfangslage  x0 
jede  mögliche  Lage;  co1ty  . . cont  sind  die  sogenannten  kanonischen  Para- 
meter der  durch  die  Integration  erhaltenen  endlichen  Gleichungen  der 
Gruppe  (d.  h.  der  isomorphen  Gruppe  in  x). 

Nun  behaupte  ich  weiter,  daß  die  Transitiyitätsgleichungen  im 
engsten  Zusammenhänge  mit  den  Gleichungen  stehen,  welche  die  in- 
finitesimalen Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  definieren.1) 
Es  ist  nämlich  das  Symbol  dieser  infinitesimalen  Transformationen2): 

Evf  , v , x ’ 

[i,  y 

also  ist  für  f = 

e- 

und 

s «x  =^cn,  v, « s k 

V V,  fX 

Das  sind  aber  unsere  Transitiyitätsgleichungen,  nur  daß  döfty  = 0 
gesetzt  ist,  was  ja  auch  der  hier  notwendigen  Annahme  konstanter  d# 
entspricht.  In  den  allgemeinen  Transitiyitätsgleichungen  ist  diese  An- 
nahme nicht  gemacht;  und  außerdem  bleiben  diese  Gleichungen  noch 
gültig,  wenn  die  ß nicht  konstant  sind. 

Wenn  aber  die  ß konstant  sind,  werden  natürlich  die  beiden 
charakteristischen  Relationen3)  Lies  erfüllt: 


(6') 


CQ,  ff,t  C(f,  Q,  t 

2 


y,  o Ca,  Gy,  Z,  a ^0,  i,t  CZ,  1,  0 Ca,  y,t ) ^ J 


0 

yon  denen  die  erste  unmittelbar  nach  (5)  einleuchtet,  die  zweite  aus 
der  J a c o b i sehen  Identität 


((X^JX,)  + ((X^X,)  + ((X^XJ  s 0 

folgt.  Es  wird  nützlich  sein,  die  diesen  entsprechenden  allgemeineren 
Gleichungen  abzuleiten. 

Daß  die  Gleichung 

(6a)  _ ß<,,0,t  + ß„, <,,*=*  Q 

bestehen  bleibt,  ist  klar. 


1)  In  diesem  Zusammenhänge  liegt  natürlich  der  eigentliche  Erkenntnisgrund 
der  Gleichung  y = ß . Aus  der  Bedeutung  der  adjungierten  Gruppe  kann 
man  die  Transivitätsgleichungen  I (§  2)  direkt  ableiten. 

2)  Lie-Engel  I,  S.  275.  Theorem48.  Lie-Scheffers,  S. 464,  Gleichung (19). 
Den  dort  mit  e bezeichneten  Größen  entsprechen  unsere  co. 

3)  Lie-Engel  I,  S.  170.  Theorem  27. 
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Des  weiteren  bleibt  die  Jacob ische  Identität 

((X,  XjXj  + ((XZX,)X,)  + ((XA  X,)  X„)  s 0 

in  Geltung;  d.  h. 

(St*-«'*-’  x>) + (2*- x)  + (2ß*,.,oxo> x -,) = ° 


oder 


J^(ß,,x,o  ßo,Z,r  + ßx,l,<jßo,  1,1+  ßi,,,oßo,x,t)X, 


•y/g<W 


. . ■ », «, » t _i 


Und  daraus  folgt,  weil  die  Xa  vollkommen  unabhängig  sind, 

^(ßi,x,oßo,Z,t  + ßx,  Z,  o ßo}  i,  r + ßl,t,oßo,y.,t) 
o 

_ V/g<W  j | gfo,,,r  \ 

^-J\8q0  5;- e + 0äo  g»  «*,?/• 


(6b) 


Das  ist  die  zweite  Gleichung,  die  an  Stelle  der  Lieschen  Gleichung  (6') 
zu  setzen  ist. 


Kapitel  II. 

Kinetische  Betrachtungen. 

§ 4.  Die  Lagrangesche  Zentralgleichung. 

An  die  Spitze  unserer  eigentlichen  mechanischen  Betrachtungen 
stellen  wir  die  fundamentale  Gleichung,  die  wir  als  die  Lagrangesche 
Zentralgleichung  bezeichnen  wollen.  Sie  bildet  den  eigentlichen  Kern 
des  sogenannten  Hamiltonschen  Prinzips,  ist  aber  umfassender;  denn 
sie  enthält  auch  noch  das  Prinzip  der  variierenden  Wirkung.  Da  sie 
weniger  bekannt  zu  sein  scheint,  sei  es  erlaubt,  sie  hier  kurz  abzuleiten. 
Es  sei  m (a,  b , c ) die  Masse  eines  Systempunktes  und 

(C) 

die  kinetische  Energie.  (Wir  bezeichnen  mit  S die  Summation  über 
die  Punkte  des  Systems,  indem  wir  es  dahin  gestellt  sein  lassen,  ob 
wir  die  Summe  über  eine  diskrete  Punktmenge  oder  ein  Integral  vor 
uns  haben.)  Dann  besteht,  wenn  wir  das  innere  (skalare)  Produkt 
zweier  Vertoren  x und  y mit  x • y bezeichnen,  die  Identität: 

§i  [S  m [äs  ■ 5)]  = • *)  + 6 T 

für  alle  virtuellen  dx. 


Von  Georg  Hamel. 
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Machen  wir  nun  den  d’Alembertschen  Ansatz: 

(D)  mx  = K + R, 

wo  K die  eingeprägte,  auf  den  Punkt  wirkende  Elementarkraft  bedeutet, 
K aber  die  Reaktionskraft,  so  wird  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen 
Arbeiten 

$R8x  = 0 

für  alle  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Verschiebungen, 
d.  h.  für  alle  8qly  also  auch  für  alle 

Definieren  wir  daher  n Systemkräfte  Qx  durch  die  Identität  in 

den 

n 

(E)  = SÄ  • dx, 

X = Y 

so  können  wir  unsere  frühere  Identität  in  die  folgende,  für  alle  8&x 
gültige  Gleichung  umformen: 

±Sm&-8x)-2Qi»»i  + *T. 

X 

Definieren  wir  endlich  n Impulskomponenten  durch  die  (E)  ent- 
sprechenden Identitäten 

(E') 

X 

so  lautet  unsere  Gleichung 

(HI)  l *** + ST- 

Und  das  ist  die  Lagrangesche  Zentralgleichung1);  ihre  Bedeutung 
läßt  sich  so  aussprechen: 

Die  totale  Änderung  der  virtuellen  Arbeit  des  Impulses  ist  gleich 
der  virtuellen  Arbeit  der  eingeprägten  Kräfte , vermehrt  um  die  virtuelle 
Änderung  der  kinetischen  Energie. 


1)  Lagrange  1.  c.  t.  I.  Seconde  Partie,  Sect.  IV.  Nr.  1 bis  5,  speziell  Nr.  3 
S.  283.  Streng  genommen  bat  Lagrange  nur  die  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
hingeschriebene  Identität.  Und  da  zu  seiner  Zeit  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion 
im  Vordergründe  des  Interesses  stand,  so  strebte  Lagrange  vor  allem  diesem  Prinzip 
zu.  (Siehe  auch  t.  I.  Sec.  Partie,  Sect.  III,  § VI  und  Sect.  IV,  Nr.  6.  An  diesen 
beiden  Stellen  geht  er  direkt  zum  Integralprinzip  über.)  Den  Namen  „Zentral- 
gleichung“ gebraucht  übrigens  bereits  Herr  Heun  in  seinen  Vorlesungen  über 
Mechanik. 
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Diese  Gleichung  hat  den  ganzen  Inhalt  der  Kinetik  zeitlich  wirkender 
Kräfte  in  sich  aufgenommen;  aus  ihr  folgt  durch  Integration  das  so- 
genannte Hamiltonsche  Prinzip,  wenn  man  noch  an  den  Grenzen  des 
Integrals  die  dq x gleich  Null  annimmt. 


§ 5.  Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen. 

i 

Führen  wir  nun  in  die  Gleichung  (III)  unsere  Substitution 
(3)  x =^e^cox 

X 

ein.  Dann  wird  zunächst  die  kinetische  Energie 

T==!S  oder 

X /t 

(7)  T=  • «„• 


X,  fJL 


Natürlich  ist  T eine  quadratische  Form  der  geschwindigkeitsbestimmenden 


Parameter  co;. 


Auch  folgt  nach  (3)  (§  1)  sofort  aus  (E')  (§  4) 


■S-S 


oder  nacl1  (7) 


m 


(IV  a) 


Jx  = 


dT 

dcox 


Die  Xte  Impulskomponente  ist  gleich  der  partiellen  Ableitung  der  kine- 
tischen Energie  nach  dem  Iten  Geschivindigkeitsparameter. 

Infolgedessen  können  wir  (III)  auch  schreiben: 


21  w +2  2 


Beachten  wir  nun  die  Transitivitätsgleichung 


fernerhin  die  Gleichungen  (A"')  (§  3)  und  bedenken  wir,  daß  die  obige 
Gleichung  für  alle  gelten  muß,  so  erhalten  wir 


(IV'b) 


dJ_i 

dt 


q $>  Q 


Damit  haben  wir  schon  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Mechanik 
gefunden,  die  wir  suchten.  Führen  wir  noch  den  nach  Analogie 
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wirklicher  Differentialquotienten  gebildeten  symbolischen  Differential- 
quotienten ein: 

(F) 


so 


können  wir  auch  schreiben: 


(IVb)  -(©  = &.• 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  als  die  Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen  der  Mechanik  bezeichnen.1) 

Wir  haben  somit  das  Theorem  gefunden: 

Führen  wir  hei  der  Betrachtung  eines  mechanischen  Systems  von  n 
Freiheitsgraden  außer  den  ortsbestimmenden  Koordinaten  qt  . . . qn  die 
geschwindigkeitsbestimmenden  Parameter  c o1  ...  cjn  als  unabhängige,  lineare 
Funktionen  der  qx  ...  qn  ein,  so  treten  an  Stelle  der  Lag  rang  eschen 
Gleichungen  die  allgemeineren  Gleichungen  IV.  In  diesen  bedeuten:  T die 
kinetische  Energie,  J?  die  zu  den  cjz  nach  (Ef)  gehörenden  Impuls- 
komponenten, ivährend  die  ß die  Koeffizienten  der  Transitivitätsgleichungen 

- äd»,  = /w  * V*.  («v = 

sind.  bedeutet  nichts  anderes  als  ^ und  geht  in 

über,  wenn  sämtliche  wirkliche  ortsbestimmende  Koordinaten  sind. 
In  diesem  Falle  sind  dann  auch  alle  ß Null,  wie  überhaupt  die  ß 
durch  die  £ bestimmt  sind  vermöge  der  Gleichungen  (5)  (Seite  10)  und 
(2)  (Seite  8). 

Es  sei  noch  heryorgehoben,  daß  man  zur  Aufstellung  dieser 
Gleichungen  nur  den  Ausdruck  der  kinetischen  Energie  T und  die 
Größen  %z  zu  kennen  braucht,  welche  den  Zusammenhang  der  qz 
mit  den  az  festlegen. 


1)  Drückt  man  in  den  Gleichungen  (IV)  T durch  die  qz  und  die  Jz  aus,  so 
erhält  man  nach  einigen  andern  geringfügigen  Änderungen  Gleichungen,  welche 
einen  speziellen  Fall  der  Lagrange-Poissonschen  Transformierten  darstellen. 
(Lagrange:  t.  I.  p.  315;  siehe  auch  Cayley:  „Report  on  the  recent  progress  of 

d J i d q, 

theoretical  dynamics.“  Werke  III  Nr.  195).  Sie  drücken  — r—  und  — — linear  durch 

dt  dt 

()  T 3 T 

die  und  aus  mit  Koeffizienten,  welche  die  Poissonschen  Klammersymbole 

3 T \ 

für  die  speziellen  Substitutionen  qz  = qz  und  Jz  = tpt  (wo  — bedeuten. 

t 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  50.  Band.  1904.  l.u.  2.  Heft.  2 
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Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 


§ 6.  Diskussion  der  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen.  Bei- 
spiel des  starren  Körpers. 

Daß  ich  die  Gleichungen  IV  als  Lagrange-Eulersche  Gleichungen 
der  Mechanik  bezeichnet  habe,  möchte  ich  so  begründen: 

Zunächst  umfassen  sie  die  La gr angesehen  Gleichungen;  man  braucht 
ja  nur  anzunehmen,  daß  die  ft  Koordinaten  sind,  und  wir  erhalten  sofort 


2 ^ _ n 

dt  dft2  Vx, 


d.  h.  die  Lagrangeschen  Gleichungen.  Außerdem  erinnern  aber  auch 
in  der  allgemeinen  Form  das  erste  und  letzte  Glied  der  linken  Seite 
in  ihrer  Bauart  an  die  Lagrangeschen  Gleichungen;  und  schließlich 
verdankt  man  Lagrange  die  Methoden  zu  ihrer  Herleitung. 

Um  die  Benutzung  von  Eulers  Namen  zu  rechtfertigen  und  um 
zugleich  ein  Beispiel  zu  geben,  sei  es  mir  gestattet,  die  ganze  Theorie 
auf  den  starren  Körper  anzuwenden,  der  sich  um  einen  festen  Punkt 
dreht. 

Nehmen  wir  als  ortsbestimmende  Koordinaten  die  Euler  sehen 
Winkel  11,  cp,  und  seien  p,  q,  r die  Komponenten  des  Rotations- 
vektors in  bezug  auf  die  im  Körper  festen  Hauptträgheitsachsen  durch 
den  festgehaltenen  Punkt,  so  sind  p,  q,  r solche  lineare  Verbindungen 
von  ft,  cp,  il>,  wie  wir  sie  in  den  Gleichungen  (A)  vorausgesetzt  haben. 
Es  ist  nämlich1): 

9 ? = r — ctg ft(p  sin  cp  -f-  q cos  cp), 

= + qcoscp), 

ft  = p cos  cp  + q sin  cp. 

Die  kinetische  Energie  nimmt  in  den  p,  q,  r die  Gestalt  an: 

T=±(Ap2  + Bq2  + Cr2), 

wo  A,  B,  C die  (konstanten)  Hauptträgheitsmomente  sind.2)  Unsere 
J werden  jetzt: 

T dT  A T röT  -r,  T dT  n 
— dp  ~ ^ ~ dg.  — ^ Sr  Cr’ 


1)  Klein-Sommerfeld  S.  45  Gleichungen  (7)  und  (9). 

2)  Ebenda  S.  100  Gleichung  13. 
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also  genau  das,  was  Klein  und  Sommerfeld  die  Impulskomponenten 
L,  M,  N nennen.1)  Um  nun  die  Transitivit'atsgleichungen  abzuleiten, 
bilden  wir  aus  den  obigen  Gleichungen  die  Symbole  der  drei  infini- 
tesimalen Transformationen 


X = ip-  (—  ctg  ff  sin  cp)  + cos  cp, 

p dtp  K d'tp  sin -fr 

df  / , o,  \ , df  cos  (p  df  • 

4 ct^C08<P)  + ä?  sin¥  - 


■y  _df 
Xr  ” d<p' 

Berechnen  wir  daraus  den  Klammerausdruck  (X  , X ),  so  erhalten  wir 
gerade  d.  h.  X„  usw.  Mithin  bestehen  die  Relationen: 

° ccp 7 1 

(X„X?)  = Xr,  (X?,  Xr)  = X„  (Xr,  Xp)  - x2. 

(Es  sei  ausdrücklich  bemerkt,  daß  diese  Relationen  nur  gelten,  wenn 
p,  q,  r sich  auf  im  Körper  feste  Achsen  beziehen;  für  %,  x,  p,  die 
Komponenten  desselben  Vektors  nach  drei  im  Raume  festen  Achsen, 
dreht  sich  gerade  das  Zeichen  um.) 

Also  sind  alle  ß konstant  (was  ja  nicht  grade  verwunderlich  ist) 
und  zwar  ist: 


ft,2,l 

= 0, 

ft, 2, 2 = 0? 

ft, 2, 3 

-1, 

Ä,3,l 

-1, 

ft, 3, 2 = 0? 

ft,  3, 3 

= 0, 

Ai, 1,1 

= 0, 

ft, 1,2  = Ü 

ft, 1,3 

= 0. 

Da  schließlich  noch  die  alle  Null  sind,  so  lauten  unsere  Glei- 

chungen (IV  b): 


dJt 
dt 
dJ2 
dt 

d-£  + *xJt  - <0^  = 


+ ^2^3  ~ ^3^  = Qlf 
+ G53Ji  — G}t  Jz  = Qz, 


K =p,  = w3  = r) 


Und  das  sind  bis  auf  die  Bezeichnung  genau  die  Gleichungen,  die 
z.  B.  Klein-Sommerfeld  S.  141  (3')  geben;  es  sind  die  Eulerschen 
Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt.  Übrigens  hat  diese  Gleichungen,  wie  schon  in  der  Einleitung 
bemerkt,  bereits  Lagrange  in  ihrer  allgemeinen  Form  und  auf  wesent- 
lich demselben  Wege  abgeleitet  (1.  c.  t.  II.  Section  IX,  Chap.  I.  § II  Nr.  22.) 

1)  Lagrange  hat  keine  besondere  Benennung  dafür,  die  Sache  ist  aber  bereits 
bei  ihm  vollständig  vorhanden,  (t.  II,  p.  206.) 


2* 
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Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 


Aus  diesem  Beispiel  aber  geht  deutlich  hervor,  daß  die  an  zweiter 
Stelle  stehenden  Glieder  der  Gleichungen  (IV b)  ganz  vom  Typus  der- 
jenigen Glieder  sind,  die  in  den  Euler  sehen  Gleichungen  zu  den  Ab- 
leitungen der  Impulskomponenten  hinzutreten.  Und  darum  dürfte  der 
Name  „Lagrange-Eulersche  Gleichungen“  berechtigt  sein.  Übrigens 
wird  in  den  späteren  Betrachtungen  gerade  noch  die  spezifisch  vektorielle 
Auffassungsweise  Eulers  in  Verbindung  mit  den  Ideen  Lies  stärker 
hervortreten. 


§ 7.  Nicht-holonome  Bedingungsgleichungen. 

Der  Hauptvorteil  der  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  besteht 
darin,  daß  sie  gestatten,  auftretende  nicht-holonome  Bedingungs- 
gleichungen in  ebenso  systematischer  Weise  zu  behandeln,  wie  es 
Lagrange  mit  den  holonomen  Bedingungen  gelungen  ist. 

Nehmen  wir  an,  daß  für  die  dq  v<n  lineare,  unabhängige  und 
im  allgemeinen  nicht-integrable  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind, 
welche  die  Zeit  explizit  nicht  enthalten.  Wir  können  dann  durch 
geeignete  Wahl  der  co  jedenfalls  erreichen,  daß  die  Bedingungs- 
gleichungen einfach  lauten: 


(Ö)  **„_,■+!  - 0,  - o, . . . a»,  = o. 

Dementsprechend  sind  natürlich  während  der  Bewegung  noch  die 
v Gleichungen 

(Va)  ra„_„+,  = 0,  . . . <on  = 0 

zu  erfüllen. 

An  unseren  früheren  Untersuchungen  ändert  sich  prinzipiell  gar- 
nichts.  Wir  haben  nur  jetzt  n — v statt  n willkürliche,  unabhängige 
Verschiebungen  8%,1  ...  für  die  durch  die  Gleichungen  (Va) 

neu  hinzutretenden  Reaktionen  gilt  das  Gesetz  der  virtuellen  Ver- 
rückungen, wenn  wir  nur  (G)  berücksichtigen,  und  daher  bekommen 
wir  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  wir  zu  den  Gleichungen  (V a)  noch 
die  n — v ersten  der  Gleichungen  (IV  b)  hinzufügen,  wobei  zu  beachten 
ist,  daß  die  Q1  ...  Qn_v  allein  aus  den  äußeren  eingeprägten  Kräften 
nach  den  Formeln  (E)  (§  4)  zu  berechnen  sind.  Da  wir  die  Gleichungen 
(V  a)  mit  berücksichtigen  können,  so  erhalten  wir  die  n — v Gleichungen 


(Vb) 


ITt  + 2 A.*?  ®V  J<?  ~ 

(i—l,  2 ...  n — v 
£ = !,...» 


(*=1,2  ...n  — v) 


Die  Gleichungen  (Va),  (Vb),  (IV a)  und  (A)  genügen  dann  vollständig 
zur  Bestimmung  der  Bewegung.  Wir  haben  somit  das  Theorem: 
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Wenn  bei  einem  mechanischen  Problem  von  n Freiheitsgraden  v im 
allgemeinen  nicht-holonome  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind , 50  führe 
man  nach  den  Gleichungen  (A)  (Seite  7)  die  linearen  Kombinationen  der  q 
so  ein , daß  die  Bedingungsgleichungen  die  Gestalt  d _ r + x = 0 ...  = 0 

annehmen.  Die  Kräfte  Q?  berechne  man  nach  (E)  (Seite  14)  allein  aus 
den  eingeprägten  Kräften.  Alsdann  bestimmen  die  Gleichungen  (Va),  (Vb), 
( IVa ) und  (A)  vollständig  die  Bewegung  des  Systems.  Es  sei  aber  noch 
bemerkt,  daß  man  bei  der  Berechnung  der  lebendigen  Kraft  T noch 
im  allgemeinen  die  in  an_v+ly  ...  raM  linearen  Glieder  kennen  muß, 
da  man  in  den  Gleichungen  (Yb)  die  Jn_v+1  ...  Jn  benötigt. 

Am  wichtigsten  ist  jetzt  natürlich  der  Fall,  daß  man  für  co1  . . . 
con_v  einfach  q L ...  qn_v  nimmt,  d.  h.  die  Geschwindigkeiten  von  n — v 
geeignet  ausgewählten  Koordinaten. 

Dann  sind  natürlich  alle  diejenigen 

für  die  q n — v.  Denn  für  solche  q ist  jetzt 

dd&q  = dd&g. 

Die  Gleichungen  (Yb)  nehmen  daher  die  Gestalt  an 


(Yb') 


fi  — l,  2 ...  n — v 
Q — n — v-\ -1, ...  to 


-Qi- 


U = l,2...n  — v) 

Der  zu  links  hinzutretende  Ausdruck  ist  genau  derselbe,  den 

Herr  Appel  mit  — R x bezeichnet.  (Siehe  Einleitung.)  In  dem  vor- 
liegenden Falle  ist  natürlich  auch  für  1 <in  — v 


%x,i  = 1 un(J  X = 0 für  alle  q ^ l. 
(Siehe  die  Gleichungen  A). 


§ 8.  Wann  darf  man  bei  nicht-holonomen  Bedingungs- 
gleichungen die  Lagr angesehen  Gleichungen  und  die  „illegitime 
Form“  der  lebendigen  Kraft  benutzen? 

Beschäftigen  wir  uns  jetzt  mit  der  von  vielen  Autoren1)  in  neuerer 
Zeit  behandelten  Frage,  wann  man  statt  der  Gleichungen  (Yb')  einfach 
die  Lagr  an  ge  sehen  setzen  und  dabei  zugleich  die  durch  Nullsetzen 
von  con_v+1  ...  cjn  aus  T entstehende  „illegitime  Form“2)  der  lebendigen 

1)  Siehe  die  in  der  Einleitung  angegebene  Literatur. 

2)  Von  C.  Neumann  gebrauchter  Ausdruck.  Siehe  ,, Beiträge  zur  analytischen 
Mechanik“  Leipziger  Berichte  1899,  Seite  437;  auch  Voß,  Encyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften  IV,  1,  Nr.  38. 
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Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 


Kraft  benutzen  darf,  falls  man  noch  annimmt,  daß  die  Koordinaten 
qn_v+1  • • • qn  in  dem  so  verkürzten  T gar  nicht  Vorkommen. 

Es  wird  nach  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen  für 
X n v 

(dT\  dT  Vi  dT.  k 

Q — n — r-f- 1 

Wenn  nun  das  illegitime  T von  qn_v+1  . . . qn  frei  ist,  so  bleibt,  wenn 
wir  schon  (Va)  benutzen1 2 * *),  allein 


(1  = 1,2...  n — v) 


Also  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  zu  untersuchen,  wann 


2 ftwßve7<? = °2) 

()  > n — v 
ju^n  — v 


ist  und  zwar  identisch  in  allen  cj  für  fi  n — v. 

Nun  ist  unter  Berücksichtigung  von  (Va) 

T = c*T 
Q dco  dm y 03 

y.^n  — v " 

Also  muß  sein 

(8) 

Q>n  — v “ 

für  alle  X,  ft,  x — 1,  2 . . . n — v. 

Das  sind  die  notwendigen  und  die  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  daß  man  für  qy  . . . qn_v  einfach  die  Lagr angesehen  Gleichungen, 
die  aus  dem  verkürzten  T entstammen,  benutzen  darf. 

Es  gilt,  diese  Bedingungen  zu  diskutieren.  Wenn  v — 1 ist,  wenn 
also  nur  eine  nicht-holonome  Bedingungsgleichung  (con  = 0)  da  ist, 
so  ist  die  Sache  sehr  einfach.  Entweder  müssen  dann  nämlich  alle 
d^T 

(x  < n)  verschwinden,  d.  h.  die  gesamte  kinetische  Energie  T 

setzt  sich  aus  dem  von  cjn  freien  Teil  und  aus  einem  Gliede  mit  co\ 
zusammen,  oder  aber  alle  /Sj  n sind  Null,  d.  h.  die  zu  qt  . . . qn_t  ge- 
hörenden infinitesimalen  Transformationen  sind  mit  einander  vertausch- 
bar, die  Bedingungsgleichung  ist  integrabel. 


1)  was  hier  gestattet  ist. 

2)  Der  Satz  des  Herrn  Korteweg  (1.  c.),  daß  man  bei  unendlich  kleinen  Be- 

wegungen die  illegitime  Form  von  T benutzen  dürfe,  folgt  hier  unmittelbar  aus 

der  Form  der  in  Frage  kommenden  Glieder. 
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Dasselbe  Resultat  erhalten  wir,  wenn  mehr  als  eine  Bedingungs- 
gleichung vorhanden  ist.  Wir  verfahren  dann  so: 

Statt  der  con_v+1  . . . on  können  wir  auch  irgend  welche  neuen 
linearen  und  unabhängigen  Verbindungen  derselben  einführen.  Dem- 
nach setzen  wir 


wo  nur 
so  wird 


CJ  — ? (X  co' 

o X ,0,0  n 


(Q,a  = n — v + l n) 


aa  I 4=  0 sein  muß.  Führen  wir  diese  Substitution  in  T ein, 


d_lÄ  _NTI  + 

da>'da>x  V = l,2  ...n  — v /* 

o>  n — v 


Bilden  wir  jetzt  aus  den  ß^i/Llj0  eine  Matrix  von  v (oder  weniger) 
Spalten  und  (n  — v)2  Zeilen,  indem  wir  den  verschiedenen  6 die  Spalten, 
den  verschiedenen  {i  und  A die  Zeilen  zuordnen.  Doch  wollen  wir 

d2T 

gleich  die  Spalten  fortlassen,  für  deren  <5  schon  alle  7^-^-  Null  sind 

(x  <^n  — v).  Es  sei  dann  s der  Rang  dieser  Matrix,  d.  h.  es  sei  die 
höchste  darin  enthaltene  Determinante,  welche  nicht  verschwindet,  vom 
Grade  s und  es  treffe  dies  gerade  für  die  letzten  Zeilen  und  Spalten 
p,  6 = n,  n — 1,  . . . n — e + 1 zu,  was  wir  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit annehmen  können.  Dann  setzen  wir 


^0,Q  ßk,/Ll,0 

für  alle  6 > n — v und  p = n,  n — 1,  . . . n — e + 1,  indem  wir  jedem 
p ein  geeignetes  Wertepaar  aus  den  A,  [i  zuordnen,  nämlich  solche,  für 
welche  die  £-gliedrige  Determinante  nicht  verschwindet.  Alle  anderen 
cca setzen  wir  gleich  Null,  mit  Ausnahme  von 


= 1 


für 


q = n — £,  n 


1 . . . n — v + 1. 


Die  Determinante  der  so  bestimmten  verschwindet  nicht,  dagegen 
wird  für  p = n,  n — 1,  . . . n — e - j-  1 und  x <^n  — v 


d*T 

d<o'Qdcox 


■2 


d*T 
de oadcoy 


ß 


/u,A,o> 


und  das  muß  jetzt  Null  sein  nach  den  Gleichungen  (8).  Wir  haben 
also  durch  diese  Substitution  erreicht,  daß  Glieder  mit  c oyaQ,  wo 
x = 1,  2 . . . n — v und  p = n,  n — 1 . . . n — e + 1 ist,  in  T nicht  mehr 
Vorkommen  (falls  8 erfüllt  sein  soll),  während  die  Koeffizienten  von 
(OyCOy,  wo  q — n — £,  n — s — 1,  . . . n — v -f-  1 ist,  ungeändert  bleiben, 
also  auch  verschwinden,  wenn  sie  es  vorher  taten. 
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Bestimmen  wir  zu  den  neueingeführten  co  die  zugehörigen  ß und 
sind  diese  noch  nicht  alle  Null,  so  können  wir  obiges  Verfahren  fortsetzen; 
man  kann  immer  mehr  der  mit  coy-  co^  (p  > n — v,  x<n — v)  behafteten 
Koeffizienten  von  T zum  Verschwinden  bringen.  Dieser  Prozeß  muß 
ein  Ende  haben,  da  die  Zahl  dieser  Koeffizienten  eine  endliche  ist, 
d.  h.  entweder  lassen  sich  alle  Koeffizienten  von  cdxg)  zum  Ver- 
schwinden bringen,  oder  wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  verschwinden 
alle  ßUix,g)  für  welche  nicht  alle  Koeffizienten  von  cjyoj ? verschwinden. 
Denn  endlich  muß  die  genannte  Matrix  den  Rang  Null  erhalten.  Und 
damit  sind  wir  am  Ziele.  Wir  haben  folgenden  Satz  gewonnen: 

Wenn  es  erlaubt  sein  soll , für  die  n — v ersten  Koordinaten  die 
La gr angesehen  Gleichungen  aus  dem  verkürzten , d.  h.  illegitimen  T an- 
zusetzen, so  müssen  sich  die  r Bedingungsgleichungen  durch  lineare  Kom- 
bination in  eine  solche  Form  bringen  lassen: 

«»-.+ 1 = o • • • an_v+t  = 0;  <on_r+t+1  = 0 • • • <o„  = 0, 

daß  in  dem  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  Glieder  mit  coy  • con_v  + (! 
(q  = 1,  2 • • t,  x = 1,  2 •••  n — v)  nicht  Vorkommen , ivährend  für 
A,  g = 1,  2 • • • n — v 

ßz^,n-v  + t + a = 0 (o  = l,2--.v-r) 

ist,  sodaß  sich  der  Klammerausdruck  (Xz,  XJ  allein  aus  Kn_v  + 1...Xn_v+t 
linear  zusammensetzt.  Dabei  kann  r alle  Werte  von  0 bis  v haben. 
Ist  insbesondere  t = 0,  so  müssen  die  n — v ersten  infinitesimalen 
Transformationen  unter  einander  vertauschbar  sein , die  wirklich 
möglichen  infinitesimalen  Bewegungen  erzeugen  also  eine  Gruppe. 
Ist  hingegen  r = v,  so  muß  sich  die  Energie  aus  zwei  getrennten 
Teilen  zusammensetzen:  dem  von  an_v+1  . . . c on  freien  Teil  und  einem 
Teil,  der  nur  diese  nicht  holonomen  Geschwindigkeitsparameter  enthält. 

Die  Bedingungen  sind  auch  hinreichend.  In  dem  Falle  t = 0 
müssen  sich  übrigens  die  Gleichungen  con_v+1  = 0 • • • = 0 auf  eine 

integrable  Form  bringen  lassen , sodaß  dann  in  Wahrheit  gar  keine  nieht- 
holonomen  Bedingungsgleichungen  da  sind.  Denn  da  die  mit  den 
v Pf  aff  sehen  Gleichungen  dfrn_v  + 1 = 0 • • • d&n  = 0 verträglichen  Ver- 
schiebungen durch  öq1  . . . dqn_v  dargestellt  werden,  diese  aber  nach 
dem  Obigen  eine  n — v gliedrige  Gruppe  in  den  Variabein  * * * Q.n 
erzeugen,  so  existieren  gerade  v endliche  Bedingungsgleichungen,  näm- 
lich die  v Gleichungen,  die  durch  Elimination  der  n — v Parameter 
aus  den  endlichen  Gruppengleichungen  entstehen.  Damit  ist  aber  das 
Resultat  wieder  gewonnen,  das  Hadamar d in  Nr.  8 der  in  der  Ein- 
leitung genannten  Abhandlung  ausspricht.  Nur  hätte  er  seiner  Aus- 
sage ein  „en  general“  hinzusetzen  müssen;  diesem  en  general  entspricht 
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unser  r = 0,  d.  h.  der  Fall,  in  dem  für  kein  q > n — v alle  Koeffi- 
zienten von  oy  odq  (%  <^n  — v)  in  T verschwinden. 

Fragen  wir  jetzt  allgemeiner,  nicht,  oh  wir  alle,  sondern  welche 
Bedingungsgleichungen  wir  von  vornherein  zur  Elimination  aus  T be- 
nutzen dürfen,  so  ergibt  sich  als  Kriterium  eine  zu  (8)  ganz  analoge 
Gleichung,  nur  daß  die  Summation  allein  über  die  in  Frage  gestellten 
q zu  erstrecken  ist.  Durch  wesentlich  dieselben  Überlegungen,  wie 
wir  sie  vorhin  angestellt  haben,  kommen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Bilden  wir  alle  (X>,  XJ  für  l,  g = 1,  2 • • • n — v und  wählen  wir 
darunter  die  unabhängigen  aus.  Gibt  es  dann  unter  den  on_v+1  . . . an 
noch  solche,  für  welche  die  ihnen  zugehörigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  diesen  Klammersymbolen  unabhängig  sind , so  Icönnen  wir 
diese  unabhängigen  coQ  zur  Elimination  aus  T benutzen.  Allgemein  zu 

reden  wird  es  v — — — — -n-- — - — — solcher  co  gehen. 

u 

Das  ist  genau  das  H a dam ard sehe  Resultat1),  das  er  am  Schlüsse 
von  Nr.  7 der  zuerst  erwähnten  Arbeit  ausspricht;  nur  daß  dieses 
Resultat  nur  im  allgemeinen  auch  die  notwendige  Bedingung  ergibt: 
Wir  hönnen  nämlich  ein  coQ  auch  dann  noch  aus  T fortstreichen,  wenn 
die  zugehörige  infinitesimale  Transformation  zwar  bei  der  Bildung  der 
(Xp,  Xf)  resultiert,  aber  coQ  selbst  in  T nicht  in  Verbindung  mit  al, 
oj2  . . . cjn_v  auf  tritt.  Und  mit  diesem  Zusatz  ist  die  Bedingung  dann 
auch  allgemein  und  notwendig. 

Am  klarsten  wird  aber  auch  hier  die  Sache,  wenn  wir  das  Problem 
noch  etwas  allgemeiner  stellen  und,  indem  wir  darauf  verzichten,  daß 
die  n — v ersten  co  gerade  die  g seien,  fragen: 

Es  seien  v Bedingungsgleichungen  gegeben.  Welche  von 
diesen  Gleichungen  darf  man  vor  der  Aufstellung  der  n — v 
Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  (Vb)  zur  Elimination  aus 
T benutzen? 

Der  Weg  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  bleibt  ganz  der  alte,  es 
resultieren  die  Gleichungen  (8),  und  daher  lautet  die  Antwort: 

Hat  man  die  Bedingungsgleichungen  auf  die  Form  an_v  + 1 = 0 . . . 
(on  = 0 gebracht,  so  kann  man  außer  solchen  unabhängigen  Kombinationen 
dieser  o,  die  in  T nicht  in  Verbindung  mit  den  n — v ersten  gj  Vor- 
kommen, noch  diejenigen  vor  Aufstellung  der  n — v ersten  Lagrange- 
Eulerschen  Gleichungen  in  T gleich  Null  setzen,  die  von  solchen  Kom- 
binationen der  (o  linear  unabhängig  sind,  welche  zu  den  aus  (X(J,  Xa) 
(p,  6 — 1,  2 • • • n — v)  resultierenden  infinitesimalen  Transformationen 

1)  Hadamard  hat  es  in  seiner  zweiten  Note:  „Sur  certains  systemes 
d’equations“  auch  in  dieser  gruppentheoretischen  Form  ausgesprochen. 
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gehören.  Bilden  diso  die  partiellen  Differentialgleichungen  XQ  f = 0 
(q  = 1, . • • n — v)  insbesondere  ein  vollständiges  System , oder,  was  das- 
selbe ist,  entstehen  aus  zwei  möglichen1)  infinitesimalen  Verschiebungen 
wieder  mögliche  infinitesimale  Verschiebungen,  so  kann  man  alle  an_v+  1...oon 
von  vornherein  in  T gleich  Null  setzen. 

Beispiel  des  zweirädrigen  Wagens. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Bewegung  eines  zweirädrigen 
Wagens  auf  einer  horizontalen  Ebene.  Die  Räder  mögen  senkrecht 
stehen  und  an  einer  Achse  von  der  Länge  21  befestigt  sein;  ihr  Durch- 
messer sei  2r ; yon  ihrer  Dicke  wollen  wir  absehen.  Die  Wagenachse 
sei  mit  dem  Wagen  fest  verbunden.  Nehmen  wir  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  x,  y,  z so  an,  daß  die  z- Achse  in  die  Vertikale 
fällt,  so  möge  der  Mittelpunkte  der  Wagenachse  die  Koordinaten  x0,  y0 
und  r haben. 

& sei  der  Winkel,  den  die  Richtung  vom  linken  zum  rechten  Rade 
mit  der  x -Achse  einschließt.  Wir  brauchen  dann  noch  zwei  Koordi- 
naten, um  die  Stellung  der  Räder  festzulegen.  Dazu  benutzen  wir  in 
jedem  Rade  den  Winkel  (p±  (links)  resp.  <p2  (rechts),  den  ein  bestimmter 
Radiusvektor  in  jedem  Rade  mit  der  nach  vorn  gelegenen  Horizontalen 
einschließt,  und  zwar  wollen  wir  die  Winkel  in  dem  Sinne  zählen, 
daß  vorn,  unten,  hinten,  oben  aufeinander  folgen,  daß  also  9^  und  <p2 
wachsen,  wenn  der  Wagen  nach  vorn  rollt. 

Vom  Wippen  des  Wagens  um  die  horizontale  Achse  wollen  wir 
absehen,  sodaß  die  fünf  Koordinaten  x0,  y0,  &,  cpl7  cp2  vollständig 
zur  Bestimmung  der  Lage  des  Systems  ausreichen. 

Seien  nun  a,  b,  c die  Koordinaten  eines  Punktes  des  Wagens  in 
bezug  auf  das  im  Wagen  feste  System,  das  von  der  Achse,  der  Deichsel 
und  einer  dazu  Senkrechten  gebildet  wird,  so  ist  für  einen  Punkt  des 
Wagens  selbst: 

x = x0  + a cos  & — b sin  # 
y = y0  a sin  & b cos  # 
z = c + r 

also 

x — x0  — (a  sin  # + b cos  &)& 
il  — Vo  + cos  ^ — b sin  tt)#’ 
z = 0. 


1)  d.  h.  mit  den  Bedingungsgleichungen  verträglichen. 
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Legen  wir  aber  einen  Punkt  in  den  Rädern  durch  die  Polarkoordinaten 
p1;  cc1  resp.  p2  und  a2  fest,  wo  ax  und  a2  von  den  in  den  Rädern  festen 
Richtungen  aus  in  demselben  Sinne  gezählt  werden  mögen  wie  y>t  und 
cp2}  so  ist  für  einen  Punkt  des  linken  Rades: 

x = x0  — l cos  ft  — cos  (gpx  + ^i)  • sin  ft 
y = y0  — l sin  ft  cos  + ax)  cos  ft 
s = r — Q1  sin  (<pt  + %) 

also 

x = x0  \l  sin  # — p1  cos  (cpt  + a1)  cos  #]  ft  + sin  (cp±  + <xt)  sin  tf  • 

y = y0  — [£  cos  ft  -f  cos  (cpt  -f-  ax)  sin  sin  (qpx  -f  a±)  cos  ft  • (]pl 

* = - {>1  cos  (<pt  + , 

und  für  einen  Punkt  des  rechten  Rades: 

x = x0  + l cos  ft  — q2  cos  ( cp2  + a2)  sin  ft 
y = y0  + l sin  & q2  cos  (<p2  + a2 ) cos  ft 
^ = r — p2  sin  (qp2  + a2) 

also 

# = + [—  l sin  ft  — p2  cos  ( cp2  -j-  a2)  cos  ft]  ft  + q2  sin  (<p2  + cc2)  sin  ft<jp2 

i)  = % — cos  ft  + q2  cos  (qp2  + «g)  sin  tf]#’  — p2  sin  (<p2  -f-  a2)  cos  ^^2 

h = — p2  cos  (<p2  4-  ag)g?2. 

Da  nun  bei  der  rollenden  Bewegung  der  unterste  Punkt  eines 
jeden  Rades  ruhen  muß,  und  da  für  diese  Punkte  cp1  4-  ai  = ^> 
<p2  4-  «2  = f-?  Q = r so  erhalten  wir  die  4 Bedingungen: 

0 = x0  4-  l sin  ftft  4-  t sin  ftq)t 

0 = y0  — l cos  ftft  — r cos  ftcp± 

0 = x0  — l sin  ftft  4-  r sin  ftcp2 

0 = % 4- 1 c°s  ftft  — r cos  ftcp2. 

(Die  beiden  k werden  von  selbst  Null.) 

Diese  4 Gleichungen  sind  aber  nicht  unabhängig  von  einander; 
man  leitet  aus  ihnen  die  drei  unabhängigen  Bedingungs- 
gleichungen ab: 

®3 . = 94  + ~ (ral  + = 0 

«4  = 9>S  + 7 (»1  — 2Ä1)  — 0 

035  = cos  # 4-  i/0  siu  # = 0. 
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Dabei  ist 

C91  = x0  sin  fr  — yQ  cos  fr 

gesetzt 5 co1  bedeutet  die  Komponente  der  Geschwindigkeit  in  der  Rich- 
tung der  Deichsel,  also  die  Geschwindigkeit  der  eigentlichen  Vorwärts- 
bewegung. 

Wir  wollen  nun  als  die  5 unabhängigen  Geschwindigkeitsparameter 
C51?  fr  = co2,  g>3,  g34,  g35 

einführen;  die  Bedingungsgleichungen  lauten  einfach 

G33  = 0,  054  = 0,  co5  = 0. 

Die  Transitivitätsgleichungen  sind  in  diesem  Falle  außerordentlich 
leicht  aufzustellen;  man  erhält 

k, 2,1  = !,  ßt, 6,1 1;  alle  andern  /Jx>j>1  = 0. 

ßx,Xt 8 ßx,A.ti  ßx,l,l 

Ä,2,5  = — 1,  Ä,1,5  = 1,  alle  andern  = 0. 

Da  nun  sämtliche  ßy  x 3 und  ßy  x 4 Null  sind,  für  die  ^ und  A die 
Werte  1 oder  2 haben,  so  kann  man  bei  der  Aufstellung  von  T die 
Bedingungen  033  = 0 und  G34  = 0 direkt  benutzen,  nicht  aber  oj5  = 0, 
da  ft  2 5 nicht  Null  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  M die  Masse  des  Wagens  allein,  mit  a* 
und  fr*  seine  Schwerpunktskoordinaten  und  mit  k den  Trägheitsradius 
in  bezug  auf  eine  Vertikale  durch  den  Mittelpunkt  der  Achse,  so  wird 
für  den  Wagen  ohne  die  Räder  die  lebendige  Kraft: 

M 

Tw  = y ( + y\  + ft2#2  — 2x0fr  (a*  sin  fr  -f-  6*  cos  <9*) 

+ 2y0fr(a*  cos  fr  — b*  sin  fr) } 

= y{»i  + — 2a*a1  o2  — 2&*co2  C35}. 

03 1 haben  wir  bereits  fortgelassen. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Masse  eines  jeden  Rades  mit  m und 
nehmen  wir  an,  daß  der  Schwerpunkt  jedes  Rades  in  der  Nabe  liege 
und  daß  das  Rad  um  die  Nabe  rotatorische  Symmetrie  besitze,  so  wird 
die  lebendige  Kraft  des  linken  Rades: 

Tt  = ^{xl  + yl  + {V  + 2k^  + 

+ %lxQ  sin  fr  ■ fr  — 2ly0  cos  fr  fr) , 
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wobei  Jc0  den  polaren  Trägheitsradius  bezeichnet.  (Nach  den  Annahmen 
ist  dann  2mkl  das  Trägheitsmoment  um  eine  in  der  Radebene  gelegene 
Achse  durch  den  Schwerpunkt.) 

Für  das  rechte  Rad  ist 


Tr -${%  + % + (?  + 2®«* + W, 

— 2lx0  sin  & • & + 2 ly0  cos  &&} . 

Addieren  wir  Tx  und  Tr , so  heben  sich  die  beiden  letzten  Glieder  fort 
und  es  bleibt  nach  Einführung  der  co  unter  Berücksichtigung  von 
co3  = = 0: 

T,  + Tr  = 1{«J  [2m  + 2m  J]  + «J2m  [P  + 2*J  + *$] } • 


Und  somit  wird  die  gesamte  lebendige  Kraft  — d.  h.  unter 
Nullsetzen  von  ca3  und  oo4  und  unter  Fortlassung  des  Gliedes  mit  — 

I - { { mf  [M  + 2m  (l  + ||)]  + og  [»*  + 2 m (P  + 2*J  + ^)] 

— 2Ma*G)1a2  — 2 AZ&*a?2co5j  • 


T enthält  keine  Koordinate  mehr  explizit.  Daher  lauten  die  Be- 
wegungsgleichungen einfach: 


und  dabei  sind: 


§ - «,  j5  = ^ 


+ 05i  J5  = §2 


* = SU  -«*[>+ M1 + 1)]  - 

■h  - SU  = % U + 2«(P  + 2*S  + ^)]  - Ma* 
J-a  = (|-)  = o2  • ilkffc*, 

5 \dcaJU5  = o J ? 


also  lineare  Verbindungen  von  co1  und  co2  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Q1  bedeutet  die  Zugkraft  in  der  Richtung  der  Deichsel,  Q2  das 
Drehmoment  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Wagenachse.  Das 
mag  für  die  Zwecke  der  vorliegenden  Arbeit  genügen;  wollte  man 
wirklich  die  Bewegung  eines  solchen  Wagens  untersuchen,  so  würde 
jetzt  der  weit  schwierigere  Teil  des  Problems  beginnen,  nämlich  das 
Studium  des  Kräftesystems  für  irgend  eine  Art  der  Fortbewegung  des 
Wagens. 
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§ 9.  Die  Impulsgleichungen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  anderen  Fragen  zu.  Und  zwar  werden  wir 
solchen  Gedanken  freies  Spiel  gönnen,  welche  die  Betrachtung  der  Be- 
wegung des  starren  Körpers  fast  von  selbst  eingibt. 

Es  ist  ja  ganz  klar,  daß  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  des 
starren  Körpers  die  Gruppe  seiner  eigenen  Bewegungen,  d.  h.  der 
Drehungen,  gestattet. 

Wir  fragen  allgemeiner: 

Wann  gestattet  unser  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  T 
eine  der  infinitesimalen  Transformationen  X^f?  Nach  unserer 
Definition  von  X^f  und  im  Sinne  der  Gruppentheorie  wollen  wir  hier 
die  dH  als  konstant  ansehen,  so  daß 


ddQ&t  = 0 

zu  setzen  ist. 

Die  Antwort  ist  nicht  schwer.  Wenn  T die  pte  infinitesimale 
Transformation  gestatten  soll,  und  zwar  die  erweiterte  Punkttransforma- 


tion, so  muß 
sein,  d.  h. 


XT=  0 


(nach  B)  (Seite  11). 

Nun  ist  aber  nach  (I)  (Seite  10) 

Also  muß  sein 

a 'L(f  er,  /u.  a 


Bedenken  wir  aber,  daß  die  erste  Summe  nach  (F)  (Seite  17)  nichts 
anderes  ist  als  während  die  zweite  gerade  03 ^e" 

k Q/  a,  iu 

deutet,  so  erkennen  wir,  daß  sich  in  der  pten  Gleichung  (IV b)  links 
alle  Glieder  bis  auf  das  erste  fortheben.  Und  da  alle  Schlüsse  umge- 
kehrt werden  können,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Voraussetzung,  daß  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  T die 
Qte  infinitesimale  Transformation  XQ  unter  der  Annahme  ddQ&}  = 0 ge- 
stattet, hat  zur  Folge , daß  die  Qte  Lag  ränge- Euler  sehe  Gleichung  ein- 
fach lautet : 

(VI) 
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Und  umgekehrt:  verlangt  man , daß  diese  Gleichung  eine  solche  einfache 
Gestalt  annehme,  so  muß  T die  gte  infinitesimale  Transformation  gestatten. 
Der  analytische  Ausdruck  dafür,  daß  T diese  Transformation  gestattet, 
ist  die  Gleichung  (9). 

Wir  wollen  die  Gleichungen  (VI)  als  Impulsgleichungen  be- 
zeichnen. 

Nebenbei  ergibt  sich  noch  ein  anderes  Theorem: 

Die  allgemeinen  Lag  ränge- Euler  sehen  Gleichungen  kann  man 
auch  so  schreiben: 

(IVc) 


wobei  das  Symbol  der  q ten  infinitesimalen , erweiterten  Punkttrans- 
formation bedeutet. 

In  dieser  Form  treten  unsere  Gleichungen  in  anderer  Weise  deut- 
lich als  Verallgemeinerungen  der  Lagran  ge  sehen  Gleichungen  zu  Tage; 

3 T 

X^T  hat  für  die  Auffassung  einen  innigen  Zusammenhang  mit  und 
geht  ja  auch  in  dieses  über,  wenn  die  0io  wirkliche  Koordinaten  werden. 

Beispiel:  Betrachten  wir  einen  starren  Körper,  der  sich  um  einen 
festen  Punkt  dreht  und  führen  wir  die  Projektionen  7t,  %,  p1)  des 
Drehvektors  auf  drei  im  Raume  feste  orthogonale  Achsen  als  Para- 
meter cg  ein,  so  gestattet,  wie  bemerkt,  T die  Gruppe  dieser  Bewegungen 
und  daher  lauten  die  Bewegungsgleichungen  einfach: 


d£t 

dt 


Qi? 


d'U  s \ dJs  

dt  ~ dt  ~ ™ 


wo 


ist.2) 


Ji 


d_T  T _d_T  T _dT 

Ö7t>  dx’  3~dq 


Kehren  wir  zum  allgemeinen  Falle  zurück. 


Wenn  T gerade  v < n der  infinitesimalen  Transformationen  (B) 
gestattet,  so  bestehen  in  dem  Falle  einer  kräftefreien  Bewegung  v den 
Flächensätzen  analoge  Gleichungen , nämlich 


Jx  = const. 

Weiter  gilt  der  Satz: 

Kennen  wir  bei  einem  mechanischen  System  von  n Freiheitsgraden 
irgend  v infinitesimale  Transformationen 


G = 1,  2 ...  v) 


1)  Dieselbe  Bezeichnung  wie  bei  Klein-Sommerfeld  S.  45  Gleichungen  8. 

2)  Ebenda  S.  115,  Satz  II  a. 
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welche  T ziääßt,  so  werden  wir , hei  geeigneter  Wahl  der  anderen  | y, 
die  Substitutionen  (Ä)  ansetzen.  Die  v ersten  Beivegungsgleichungen 
lauten  dann  einfach 


Ist  insbesondere  die  Beivegung  kräftefrei , so  kennen  wir  sofort  v erste 
Integrale,  nämlich  JQ  = const. 

Es  dürfte  der  Th  omson-Helmholtz  sehen  Auffassungsweise  ent- 
sprechen, solche  co für  die  X^T  = 0 und  Q^=  0,  also  J^  = const.  ist, 
zyklische  Geschwindigkeitsparameter  zu  nennen;  denn  sie  bilden  die  natur- 
gemäße Verallgemeinerung  der  zyklischen  Koordinaten  resp.  ihrer  Ab- 
leitungen nach  der  Zeit. 

Es  sei  ausdrücklich  bemerkt,  daß  nicht  jedes  mechanische  System 
Impulsgleichungen  besitzt. 

§ 10.  Die  Eulerschen  Gleichungen. 

Im  Grunde  genommen  ist  unsere  bisherige  Annahme,  daß  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  (Variation)  gerade  dä&^  Null  sein  sollte, 
eine  ganz  willkürliche,  wenn  auch  durch  die  gruppentheoretische  Auf- 
fassung naheliegende.  Jede  andere  Annahme  über  dd&  ist  ebenso 
statthaft.  So  können  wir  z.  B.  eine  Variation  betrachten,  bei  der  ins- 
besondere 

ist,  so  daß  gerade 

dd&q  = 0 

wird.  Was  heißt  das? 

Nun  zunächst,  daß  wir  die  Geschwindigkeitsparameter  hei  der 
Variation  ungeändert  lassen.  Denken  wir  aber  noch  einmal  an  den 
starren  Körper  und  führen  hei  ihm  als  co1,  co2,  g>3  jetzt  die  Kompo- 
nenten p,  q,  r des  Drehvektors  nach  drei  im  Körper  festen  ortho- 
gonalen Achsen  ein.  Dann  wird  die  Annahme  dp  = 0,  dg  = 0,  dr  = 0 
heißen,  daß  wir  die  variierte  Bewegung  gerade  durch  eine  unendlich 
kleine,  konstante  Drehung  um  eine  im  Raume  feste  Achse  erzeugen; 
denn  dann  und  nur  dann  ändern  sich  die  Geschwindigkeitskomponenten 
in  bezug  auf  die  im  Körper  festen  Achsen  nicht.  (Analytisch  ge- 
sprochen: Durch  p,  q,  r ist  die  Lage  des  Körpers  zu  jeder  Zeit  bis  auf 
eine  Drehung  des  Koordinatensystems  festgelegt.)  Wir  sehen  so  hier 
an  diesem  Beispiel,  wie  die  Annahme  dd^  = 0,  dd&2  = 0,  dd&3  = 0 — 
die  dfr  bezogen  auf  im  Raume  feste  Achsen  — mit  der  Annahme 
dd = 0,  dd&2  = 0,  dd& 3 = 0 — diese  dtf  bezogen  auf  im  Körper 
feste  Achsen  — in  einen  engen  Zusammenhang  gebracht  werden  kann. 


Von  Georg  Hamel. 
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Ein  weiteres  Studium  dieser  merkwürdigen  Beziehung  beim  allgemeinen 
Falle  soll  später  folgen;  für  jetzt  mag  diese  Bemerkung  genügen,  um  die 
Betrachtung  der  Annahme 

dQd»x  = 0 

zu  rechtfertigen. 

Wir  fragen  wieder:  Wann  gestattet  unter  dieser  neuen  Annahme  T 
die  Qte  infinitesimale  Transformation? 

Offenbar  muß  dann  sein 


und  die  pte  Lagrange-Eulersche  Gleichung  lautet  jetzt 

<™> 

Wir  wollen  eine  solche  Gleichung  eine  Eulersche  Gleichung  (im 
weiteren  Sinne)  nennen. 

Wir  haben  damit  den  Satz  gewonnen: 

Die  Annahme,  daß  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  T die 
Qte  infinitesimale  Transformation  unter  der  Voraussetzung  d^dd^  = 0 
(für  alle  X)  gestattet,  hat  zur  Folge,  daß  an  Stelle  der  q ten  Lagrange- 
Euler sehen  Gleichung  die  einfache  Eulersche  Gleichung  (VII)  tritt. 
Und  umgekehrt:  verlangt  man,  daß  die  Qte  Gleichung  diese  Gestalt  an- 
nehme, so  muß  T die  q te  infinitesimale  Transformation  unter  der  Annahme 
d^d&j  — 0 gestatten. 

Setzen  wir  voraus,  daß  T alle  n infinitesimalen  Transformationen 
zulasse,  so  erhalten  wir  natürlich  lauter  Eulersche  Gleichungen.  Außer- 
dem aber  folgt  aus  den  Gleichungen  (10),  die  jetzt  für  alle  q gelten 
müssen,  noch 

= 0 für  alle  <?, 

d.  h.  T muß  konstante  Koeffizienten  haben. 

Th  eorem:  Dann  und  nur  dann,  wenn  T nach  Einführung  der  cj 
konstante  Koeffizienten  hat,  wenn  T also  alle  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (B)  unter  der  Annahme  0 gestattet,  beivegt  sich  das  mechanische 
System  nach  den  Euler  sehen  Gleichungen  (VII). 

Wenn  insbesondere  die  n infinitesimalen  Transformationen  eine 
Gruppe  erzeugen,  wenn  also  alle  ß konstant  sind , so  enthalten  die  Euler - 
sehen  Gleichungen  (VII)  auf  der  linken  Seite  an  Variabein  überhaupt 
nur  noch  die  ca. 


Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  50.  Band.  1901.  1.  u.  2.  Heft. 
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ln  diesem  Falle  empfiehlt  es  sich  vielleicht  die  Gleichungen  (VII) 
als  Eulersche  Gleichungen  im  engeren  Sinne  zu  bezeichnen. 

Da  offenbar  der  starre  Körper  die  genannten  Bedingungen  sämt- 
lich erfüllt , wenn  man  die  Projektionen  p,  q,  r des  Rotationsyektors 
auf  im  Körper  feste  Achsen  einführt,  so  müssen  seine  Bewegungs- 

3 T 3 T 

gleichungen  gerade  die  Form  (VIII)  haben,  wo  Ji  = ^ , J2  = — , 
()  T 

J3  = ~3r  ^ un^  ^ e*ne  fiua^ra^sc^e  Form  der  p,  q,  r mit  konstanten 

Koeffizienten  bedeutet.  Man  braucht  also  nur  noch  die  spezielle  Form 
der  ß zu  bestimmen,  wie  oben  auf  Seite  19  geschehen  ist,  um  sofort 
auf  Grund  dieser  Überlegungen  und  unserer  allgemeinen  Sätze  die 
gewöhnlichen  E ul  ersehen  Gleichungen  des  starren  Körpers  hinschreiben 
zu  können. 

Zum  allgemeinen  Falle  ist  noch  zu  bemerken:  Da  man  stets 
solche  Geschwindigkeitsparameter  o einführen  kann,  daß  T konstante 
Koeffizienten  erhält  — denn  man  kann  ja  jede  definite  quadratische 

n 

Form  T durch  eine  reelle  lineare  Substitution  sogar  auf  die  Form 

*=i 

bringen  — so  gibt  es  für  jedes  System  Eulersche  Gleichungen  im 
weiteren  Sinne.  Natürlich  werden  aber  die  ß im  allgemeinen  nicht  kon- 
stant sein. 

Es  besitzt  also  jedes  System  von  n Freiheitsgraden  Eulersche 
Gleichungen  im  weiteren  Sinne , aber  nicht  jedes  auch  im  engeren  Sinne. 

§ 11.  Die  Beziehung  zwischen  den  Annahmen 
ödd'  = 0 und  dd&  = 0. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen  den 
beiden  Annahmen  ddd'  = 0 und  ödd'  = 0 auf,  die  wir  schon  oben 
kurz  streiften. 

Wie  man  beim  starren  Körper  von  den  p,  q , r zu  den  sr,  x,  p 
durch  eine  Drehung  des  Koordinatensystems,  d.  h.  durch  eine  lineare 
Transformation  (mit  variabeln  Koeffizienten)  übergehen  kann,  so  werfen 
wir  jetzt  allgemein  folgende  Frage  auf: 

Wenn  wir  statt  ot  . . . on  n neue  Geschwindigkeitspara- 
meter o[  . . . oh  durch  die  Gleichungen 

(H) 

X 

einführen,  wobei  die  Determinante  |^  | nicht  identisch  ver- 

schwinden soll,  kann  man  dann  durch  geeignete  Wahl  der 


Yon  Georg  Hamei,. 
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(von  den  q abhängigen)  e erreichen,  daß  die  Annahme  ddd'x  = 0 
in  dd&[  = 0 übergeht? 

(Wir  bezeichnen  hinfort  alle  Größen,  die  sich  auf  die  a>'  beziehen, 
mit  Strichen.) 

Aus  der  (H)  entsprechenden  Gleichung 


folgt 

(ii) 


<5  Hi  = 

X 

X X 

und  aus  (H)  selber 

dd&z  =^#£i,xd&x  +J^£z,xöd&i. 


Die  erste  Serie  dieser  Gleichungen  kann,  indem  man  dd&}  = 0 be- 
rücksichtigt, zur  Berechnung  von  dd&y  benutzt  werden;  aus  der  zweiten 
Serie  aber  folgt,  wenn  man  links  die  Transitivitätsgleichungen,  rechts 
die  Annahme  dd> fr*  = 0 berücksichtigt, 

~^ß,h  =^dexlXd&*. 


Setzt  man  nun  nach  (H)  wieder 


wo 


n> 


d.  h.  gleich  0 oder  1 ist,  je  nachdem  x,  [i  verschieden  oder  gleich 
sind,  so  folgen  die  Gleichungen 

=2ds*’  * E*’  f‘  ’ 


weil  die  Gleichungen  (11)  für  alle  dfr  und  d&  gelten  müssen.  Aus 
demselben  Grunde  folgt  weiter,  wenn  man 


ds 


z’x  dqt  ^ dqt  ^v>‘ 


d&. 


einsetzt, 


l,  V 


ds. 


ßr,,u,2.  ^ 


3* 
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Löst  man  diese  Gleichungen  noch  nach  den  Ableitungen  von  sx  x 
so  erhält  man 


(12) 


Os 


X,  x 


K,  fi,  l %v,  i £/u,  y. 


V,fl 


auf, 


Dieses  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  die  el  y.  Dann  und  nur 
dann,  wenn  sie  erfüllt  sind,  geht  hei  der  Transformation  (H)  die  An- 
nahme ddfrz  = 0 in  die  Annahme  dd&[  = 0 über. 

Nun  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Integrahilitätsbedingungen 
von  (12)  aufzustellen.  Differentiieren  wir  diese  Gleichungen  nach  qt 
und  stellen  dann  noch  einmal  dieselben  Gleichungen  auf,  indem  wir 
i und  x vertauschen,  so  müssen,  weil  die  linken  Seiten  dieser  beiden 
Gleichungen  übereinstimmen,  auch  die  rechten  gleich  sein.  So  erhalten 
wir,  indem  wir  beide  Seiten  gleich  zusammenfassen: 


Ä fi,  dqt  ) 'j£l\  dqt  v '»*  dqt  v'x) 


dK 


V,  fl 


V,  fl 

"3af  *».«) 

v,  fl 


0. 


Setzen  wir  darin  sowohl  die  Gleichungen  (5')  (Seite  10,  § 2)  wie  auch 
die  Gleichungen  (12)  ein,  so  bekommen  wir 


a i CPv,fi,k  \ 

j/ J ^ * ra,  q,  V %q,  t %o,  i £ft,  x + ^ ^ %v,  i ^ * 

v fl,V 

o 

"f-  ßv,  fi,  X ( ßo,  q,  fi  ^o,  t £q,  x ^v,  t ßo,  q,  fi  ^ a , i £q,  x ^v,  r) 


fl,  v 
q,  o 


fl,  v 
P,  o 


Vertauschen  wir  in  der  letzten  Summe  q mit  ft,  so  könnnen  wir, 
da  die  Gleichungen  für  alle  x gelten,  auch  schreiben 

ßv,  ft,  X ßo,  q,  v ^q,  r ^o,  t ßv,  q,  X ßo,  fi,  q ^o,  t ^v,  i ßv,  q,  X ßo,  ft,  q ^o,  i ^v,  t 

~2j\  0g, 


Wir  steuern  jetzt  darauf  los,  die  Formel  (6b)  (Seite  14,  § 3)  anzu- 
wenden. Wir  können  die  vorstehende  Formel  durch  Vertauschung  der 
Summationsindices  so  schreiben: 


^j^q,  t 
q,o 


^o,  i ( ßq , o,  v ßv,  fi,  X 

JyxJb*i 

Oqt 


""l-  ß fi,  q,  v ßv,  o,X~^~  ßo,  fi,  v ßv,  x) 

+2’--— 


02t 
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Durch  Auflösen  nach  der  Summe  über  v folgt 

^!(ßo'<T'vßv'lt,Z  + ß/U,Q,vßv,Otl  + ßo 

dß/U,  Q,  X , t ^ßo,/U,Z 


2*a’1  dqt 


+,2%*  d% 


Wechseln  wir  in  der  letzten  Summe  noch  den  Summationsbuchstaben  r 
in  t um  und  vergleichen  die  so  geänderte  Formel  mit  der  Formel  (6  b), 
so  erkennt  man  sofort,  daß  man  statt  ihrer  auch  einfach  schreiben  kann 


t 


Und  da  dies  für  alle  g gelten  soll,  so  folgt  als  notwendige  Integra- 
bilitätsbedingung  der  Gleichungen  (12) 


(VIII) 


für  alle  q,  6,  A,  i,  d.  h.  alle  ß müssen  konstant  sein. 

Wie  nun  aus  der  allgemeinen  Theorie  solcher  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  wie  (12) *)  hervorgeht,  ist  die  gefundene  Be- 
dingung auch  hinreichend  dafür,  daß  (12)  Lösungen  besitzt.  Und  zwar 
enthält  die  allgemeine  Lösung  von  (12)  gerade  n 2 Konstante,  etwa  die 
Werte  von  y für  ein  bestimmtes  Wertesystem  der  q.  Übrigens  hängt 
jedes  s?  x nur  von  n dieser  Konstanten  ab,  da  das  System  (12)  in  n 
unabhängige  Einzelsysteme  zerfällt,  die  durch  die  verschiedenen  Werte 
des  Index  % repräsentiert  werden. 

Wir  haben  somit  folgendes  Theorem: 

Dann  und  nur  dann , wenn  die  n infinitesimalen  Transformationen 


i 


df_ 

Hx 


eine  n-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  ist  es  möglich , durch 


eine  Transformation  der  Form  (H)  die  Bedingung  dd&  = 0 in  die 
Bedingung  dd&  = 0 überzuführen.  Die  Transformationskoeffizienten  s 
sind  bis  auf  ihre  zu  einem  bestimmten  Wertesystem  der  q gehörenden 
Anfangswerte  durch  die  partiellen  Differentialgleichungen  (12)  vollständig 
bestimmt. 


Speziell  beim  starren  Körper  transformieren  sich  die  jr,  x,  q in 
die  p , q,  r gerade  so  wie  das  im  Raume  feste  Achsenkreuz  in  das  im 
Körper  feste  Achsenkreuz.  Beim  starren  Körper  sind  daher  die  sx  x 
die  neun  Richtungskosinus,  die  das  im  Körper  feste  System  mit  dem 
im  Raume  festen  bildet. 


1)  Siehe  z.  B.  Lie-Engel  I.  S.  179  Satz  I. 
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Wie  transformieren  sich  nun  bei  der  Substitution  (H)  die  anderen 
Größen,  namentlich  die  ß,  — für  die  wir  jetzt  c schreiben  — , die  e, 
die  £,  die  J und  die  Q?  Zunächst  folgt  aus  der  ersten  Zeile  der 
Gleichungen  (11) 

ddfry^  — /u  i 

v, i * 


fl,  X,  v,  I 


de, 


^ 1 £v>  ? ^ ■ 

fl,  X,  V,Q,l  1 

Daher  wird,  wenn  wir  die  Indices  p und  [i  vertauschen, 

, . E 

% v,x—  ^ g q 4 ^ H ^x,  X * 


X,  v,  i 

de. 


Setzen  wir  dann  den  Wert  von  nach  (12)  ein,  so  bekommen  wir 


'Qj 


Yi  1 1 SY,  Q £v,  fl  -®x, 

a,  y,  X i,  v 

= y,  * £cc,  fi  £Y,  Q ^x,  X • 


a,  y,  X 

Oder  schließlich  etwas  übersichtlicher  geschrieben: 

(13)  % fi,y.  = —^Ca,  y,  X £a,  Q £y,  fi^x,X' 

a,  y,  X 

Natürlich  werden  die  c auch  konstant,  da  doch  zwischen  den  Varia- 
tionen d und  d kein  prinzipieller  Unterschied  besteht. 

Um  die  Transformation  der  e zu  finden,  gehen  wir  von  der 
Gleichung  aus 

dx  =^?ekdd'l  = ^e'xdftj  = ^e!iEx)Xdd'x. 

Mithin  ist 

(14) 

X 

Ebenso  folgt  aus 

=E  ^ =2  ^ 


(14') 


Von  Georg  Hamel. 
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Und  genau  ebenso 
(14") 


V. 


(14'") 


Wenn  nun  die  lebendige  Kraft  T die  infinitesimalen  Transfor- 


sämtlich  in  dem  Sinne  zuläßt , daß  ddfr  = 0 


mationen 


zu  nehmen  ist,  so  läßt  natürlich  T auch  die  Transformationen 


selbstverständlich  jetzt  so,  daß  = 0 zu  setzen 


Q 

ist.  Damit  haben  wir  das  Theorem: 

Wenn  die  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  sich  auf  die  Form 
der  Impulsgleichungen  bringen  lassen: 


d J \ 

nr  = 


so  kann  man  unter  einer  Bedingung  durch  die  Substitutionen  (H)  neue 
Geschwindigkeitsparameter  g/  so  einführen,  daß  die  neuen  Bewegungs- 
gleichungen lauten: 


Form  T konstant  sind.  Biese  einzige  Bedingung  lautet:  es  müssen  die 


ß = c und  damit  auch  die  ß'  = c'  konstant  sein,  d.  h.  die  infinitesimalen 


Transformationen  (B)  (Seite  11,  § 3)  müssen  eine  n-gliedrige  Gruppe  er- 
zeugen. Kurz  gesagt: 

Gibt  es  Eulersche  Gleichungen  im  engeren  Sinne,  so  gibt  es  auch 
Impulsgleichungen;  das  Umgekehrte  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 
noch  die  Transformationen  (B)  eine  Gruppe  erzeugen. 

Über  die  e^y,  die  Koeffizienten  von  (H),  ist  noch  einiges  zu  sagen. 

Bezeichnen  wir  die  Anfangswerte  der  6^  y.  mit  so  bilden  die 
Integralgleichungen  von  (12) 


ei,  y.  = <px,*(ct i • • • 2, ; *i%  ■ • • f“’*) 

die  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe.  Denn  setzen  wir 
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so  lauten  die  Gleichungen  (12) 

V 

Da  diesen  Differentialgleichungen  die  Funktionen  (px  x genügen,  so 
stellen  die  n Gleichungen 

(für  l = 1 , 2 . . . n,  aber  ein  bestimmtes,  wenn  auch  beliebiges  x)  nach 
dem  ersten  Fundamentalsatze  Lies1)  in  der  Tat  eine  Gruppe  dar;  . . . qn 
spielen  die  Rolle  von  Parametern. 

Aus  den  Gleichungen 


h,*  = <Px,M i ■ 

~<0) 

*1,  * • ■ 

• • e»,  x) 

£/',*  = • 

• * qn'-) 

£l,x  • • 

• £n,  x) 

folgen  also  die  Gleichungen 

4,x  = ■ 

rr 

• ' qn'", 

c(0) 

£h  * * 

P(0) 

• • e»,  x) 

wo  q"  ...  qn  allein  Funktionen  von  qt  ...  qn  und  q[  . . . qn  sind. 

Nun  sind  aber  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 

V*  JL  = Vc  JL 

7 7,v 


nichts  anderes  als  die  infinitesimalen  Transformationen  der  zur  Gruppe 

Xp  = ^ z gehörenden  adjungierten  Gruppe.2) 

7 ♦ 

Daher  haben  wir  den  Satz: 

Die  beliebigen  Werten  der  q nach  (12)  zugeordneten  s gehen  aus  den 
beliebig  gewählten  Anfangswerten  der  b durch  Anwendung  der  zu  der  ge- 
gebenen Gruppe  (B)  gehörenden  adjungierten  Gruppe  hervor , wobei  die 
Koordinaten  qt  ...  qn  die  Bolle  von  Parametern  spielen . Die  Parameter- 
gruppe dieser  neuen  Gruppe  ist  aber  gerade  wieder  die  alte  Gruppe. 

Zum  Beweise  dieser  letzten  Behauptung  schreiben  wir  (12)  so: 


l 


Aus  dieser  Gleichung  aber  folgt  nach  einem  von  Lie  bewiesenen 
Satze3),  daß  ^ 

— hb  I dqf 


1)  Lie-Scheffers  S.  376;  Lie-Engel  III,  S.  563. 

2)  Lie-Scheffers  S.  464  Formel  (19). 

3)  Lie-Engel  I,  S.  407,  Theorem  72. 


Von  Georg  Hamel. 
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d.  h.  das  Symbol  der  ^ten  infinitesimalen  Transformation  der  ursprüng- 
lichen Gruppe  (B)  gleichzeitig  das  Symbol  der  p ten  infinitesimalen 
Transformation  der  Parametergruppe  ist. 

Noch  eine  weitere  merkwürdige  Beziehung  wollen  wir  ableiten. 
Ich  behaupte  nämlich,  daß  die  gegebene  Gruppe  (B)  und  die  den 
(siehe  Gleichung  (14'))  entsprechende  Gruppe  reziproke1)  einfach  transitive 
Gruppen  sind. 

Setzen  wir  nämlich  analog  (B) 


df_ 

xHx’ 


so  behaupte  ich,  daß  für  jedes  Wertepaar  p,  6 

(xQ,  XZ)  = o 

ist.  Und  da  unsere  Gruppen  nach  der  Annahme 

li^l  + o und  KJ  + ° 

einfach  transitiv  sind,  so  folgt  die  erste  Behauptung  aus  unserer  neuen 
nach  den  Lieschen  Sätzen  des  20.  Kapitels  der  „Transformations- 
grupp en.“ 

Unsere  neue  Behauptung  ist  aber  sehr  leicht  zu  beweisen.  Da 


und  nach  (14') 


X ) 


so  folgt  durch  eine  einfache  Rechnung  die  Behauptung,  wenn  man  für 
die  s die  Gleichungen  (12)  und  für  die  c},^v  die  Gleichungen  (5) 
(Seite  10)  beachtet. 

Da  man  aus  den  Gleichungen  (14')  die  £ eindeutig  aus  ge- 
gebenen und  %Xiz  bestimmen  kann,  so  ergibt  sich  noch  der  folgende 
rein  gruppentheoretische  Satz: 

Haben  wir  zwei  Klassen  von  je  n infinitesimalen  Transformationen 
in  je  n Variablen: 


und  x;- 2 


und  verschwindet  heine  der  Determinanten  | |?>  z | und  | z | identisch, 
so  können  die  Transformationen  der  einen  Klasse  nur  dann  mit 
allen  Transformationen  der  andern  Klasse  vertauschbar  sein,  wenn  die 


1)  Lie-Engel  I,  S.  380,  Theorem  68. 
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Transformationen  jeder  Klasse  eine  n-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Natürlich 
sind  dann  die  Gruppen  einfach  transitiv  und  zu  einander  reziprok. 

Da  ich  diesen  Satz  nicht  brauche,  kann  ich  seinen  Beweis  wohl 
unterdrücken;  alle  notwendigen  Stücke  zum  Beweise  sind  aber  in  den 
Betrachtungen  dieses  Paragraphen  enthalten. 


§ 12.  Die  „Drehgruppe“  und  der  „starre  Körper  von  n Frei- 
heitsgraden.“ 


Wie  wir  aus  den  Gleichungen  (H)  (14),  (14'),  (14"),  (14"')  er- 
kennen, transformieren  sich  die  e,  J,  jj,  Q anders  als  die  cj.  Es  wird 
ein  gewisses  Interesse  haben,  den  Fall  zu  untersuchen,  wo  wie  beim 
starren  Körper  die  e,  Jt  £,  Q sich  genau  so  transformieren  wie  die  co. 

Man  erkennt  aber  sofort,  daß  dann  nur 


(J) 

zu  sein  braucht. 

Aus  den  Gleichungen 


E 


y.,l 


= £ 


y. 


folgt  dann  aber 
(15) 


-^y. , X ^X , u ^y.,  (.t 

X 

X 

= wenn  x^p. 


Da  aber  nach  der  Annahme  (J)  die  Unter determinante  eines  jeden 
Elementes  der  Determinante  |aA  |x)  diesem  Elemente  gleich  ist,  so 
folgt  auch 


= 1 


(15') 


für 


Die  Größen  x haben  also  den  Charakter  von  Richtungskosinus  in 
einem  w- dimensionalen  Raume;  es  gibt,  wie  leicht  zu  erkennen  ist, 

unter  ihnen  n^n  ^ unabhängige,  die  Substitution  (H)  wird  unter  der 

Annahme  (J)  orthogonal. 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

Ist  die  Substitution  (H)  orthogonal , so  transformieren  sich  die  o 
genau  so  wie  die  J,  e,  £ und  Q. 


1)  welche  infolge  (15)  den  Wert  + 1 hat;  wir  wollen  -f-  1 voraussetzen. 


Von  Geoiig  Ha.uel. 
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Wir  wollen  den  Inbegriff  von  n solchen  Größen,  die  sich  wie  die 
co  transformieren,  einen  „Vektor  in  bezug  auf  das  System  "*)  nennen. 
Wir  sprechen  demnach  auch  kurz  vom  „Geschwindigkeitsvektor"  w, 
vom  „Impulsvektor"  J , vom  „Kraftvektor"  Q.  Doch  wollen  wir 
diese  Werte,  um  Mißverständnisse  zu  verhüten,  stets  in  Anführungs- 
striche setzen. 

Wie  wirkt  nun  die  Annahme  (J)  auf  die  Differentialgleichungen  (12) 
des  vorigen  Paragraphen  zurück? 

Statt  (12)  kann  man  auch  schreiben 


ds 


= SJG%*t  F 

V'1  dq J 


also  nach  (J) 


ds, 


_ ^ ;->  * t 

dqt  £t****v*1 


Das  ist  aber  nach  (15')  dasselbe  wie 
tds. 


d-  L wie 

x,  Z 


'X,  v,  [x' 


Mithin  ist  jedenfalls  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Möglichkeit  von  ( J) 

C/u,v,Z  + CZ,v,/u  = 0- 

Bringt  man  dies  zusammen  mit 


so  folgt 


(IX) 


+ Cv,n,l  = 0) 


v,  Z Z,  /u 


— ~ CZ,v,fx  — 


'Z,  fx,  v 


Cv,/u,Z  C[i,Z  v • 


Ist  umgekehrt  (IX)  erfüllt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (12)  durch 
Multiplikation  mit  e x y und  Summation  über  l 

Und  das  ist  null,  da  zu  jedem  Gliede  rechts  auch  das  entgegengesetzt 
gleiche  vorkommt.  Ebenso  folgt 

34  dqt  ^ dqt  ) ^ vi  * 7tv> 1 %£z,t  £/u,t€z,  x) 


H,v,Z 


Daher  wird  für  alle  x,  r 


£i,r=c »»St. 


1)  Wir  brauchen  also  diesen  Namen  in  etwas  engerem  Sinne  als  Hertz. 
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Und  indem  man  die  Anfangs  werte  der  s den  Gleichungen  (15) 
entsprechend  wählt,  erreicht  man,  daß  die  e überhaupt  stets  die 
Gleichungen  (15)  und  daher  auch  (J)  erfüllen.  Daher  haben  wir 
den  Satz: 

Dann  und  nur  dann  wird  die  Substitution  (H),  welche  ddfr  = 0 in 
ödd'  = 0 überführt , orthogonal  sein  können,  wenn  die  Konstanten  c v>  x 
der  Gruppe  (B)  die  Gleichungen  (IX)  erfüllen,  d.  h.  wenn  sie  eine  cyk- 
lische  Vertauschung  ihrer  Indices  gestatten. 

Definitionen:  Eine  solche  Gruppe  wollen  wir  eine  „Drehgruppe“ 
nennen  und  ein  mechanisches  System  von  n Freiheitsgraden,  dessen 
lebendige  Kraft  T eine  solche  w-gliedrige  Drehgruppe  zuläßt  — ob  unter 
der  Annahme  = 0 oder  ddd'  = 0 ist  gleichgültig1)  — einen  „starren 
Körper  von  n Freiheitsgraden“  Auch  hier  wollen  wir  stets  die 
Anführungszeichen  anwenden. 

Wir  wollen  eine  orthogonale  Substitution  im  folgenden  auch  kurz 
als  eine  „Drehung“  bezeichnen.  Auch  wollen  wir  sagen,  der  „Ge- 
schwindigkeitsvektor“ tu  resp.  der  „Impulsvektor“  J sei  durch  die  Kom- 
ponenten o 9'  resp.  J'  (dca'  = 0)  auf  „ein  im  "starren  Körper’ 
festes  Koordinatensystem“  bezogen,  dagegen  durch  die  Kompo- 
nenten 09  resp.  J(dd&  = 0)  auf  „ein  im  Raume  festes  Koordi- 
natensystem“. 

Nach  allem  Früheren  haben  wir  jetzt  folgendes  Theorem:  Ein 
„starrer  Körper  von  n Freiheitsgradenu  bewegt  sich  stets  nach  den 
Euler  sehen  Gleichungen  im  engeren  Sinne: 


dJ[ 

dt 


4~  Gfy  Jv  — Qx  f 


/.i,v 


d T 


wo  Jl  = ö— > die  Komponenten  des  „Impulsvektorsil,  die  Komponenten 
o cox 

des  „ Geschwindigkeitsvektors “ und  die  Komponenten  des  „Kraftvektorsu 
nach  „einem  im  Körper  festen  Koordinatensystem “ bezeichnen.  Die 
lebendige  Kraft  T ist  eine  quadratische  Form  der  co'  mit  konstanten 
Koeffizienten,  die  c sind  die  charakteristischen  Konstanten  Lies  für  die 
Bewegung sgruppe  des  „ Körpers “ und  gestatten  eine  zyklische  Permutation 
ihres  Indices.  Bei  einer  „ Drehung “ werden  alle  Vektoren  in  gleicher 

Weise  transformiert;  speziell  gibt  es  eine  „Drehungu  mit  noch  — - — 
willkürlichen  Konstanten,  welche  die  Annahme  dd&[  = 0 — co'x  gesetzt ) 


1)  Denn  die  zu  den  c ' gehörige  Gruppe  ist,  wie  man  leicht  aus  (13)  erkennt, 
auch  eine  Drehgruppe. 


Yon  Georg  Hamel. 
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in  dd&x  = 0 uberführt , d.  h.  das  im  Körper  feste  Koordinatensystem  in 

n(n — 1) 

eines  der  oo  2 „im  Raume  festen  Koordinatensysteme11. 

In  bezug  auf  ein  solches  „im  Raume  festes  Koordinatensystem11  ge- 
nügt aber  der  „starre  Körper<(  den  n Impulsgleichungen 

dJ , 

nt  = 


wo  wieder  J7  = 5 — 
1 da>2. 

n erste  Integrale 


Speziell  für  eine  hräftefreie  Bewegung  existieren 
Jk  = const., 


der  „Impulsvektorli  bleibt  im  Raume  konstant. 


Kapitel  III. 

Gruppentheoretische  Betrachtungen. 

§ 13.  Über  die  Gruppe  aller  Drehungen  des  ^-dimensionalen 

Raumes. 

Offenbar  ist  der  „starre  Körper  von  n Freiheitsgraden“  durch 
seine  Gruppe  kinematisch  wesentlich  charakterisiert.  Denn  ohne  die 
Gruppe  zu  ändern , d.  h.  durch  eine  lineare  Transformation  der  cd  mit 
konstanten  Koeffizienten  kann  man  das  T des  „starren  Körpers“  stets 

auf  die  Form  bringen;  die  Euler  sehen  Gleichungen  enthalten 

i 

daher  außer  den  c nichts  mehr,  was  kinematisch  charakteristisch  wäre. 
Die  nach  Erledigung  der  Euler  sehen  Gleichungen  aber  noch  zu  inte- 
grierenden rein  kinematischen  Gleichungen  (A)  sind  ebenfalls  durch 
die  c wesentlich  charakterisiert;  denn  die  Gleichungen  (A)  definieren 
ja  die  Gruppe;  und  da  unsere  Gruppe  natürlich  einfach  transitiv  ist, 
so  sind  Gruppen,  die  zu  demselben  c gehören,  die  also  gleich  zusammen- 
gesetzt sind,  auch  ähnlich1),  d.  h.  alle  Gleichungen  (A),  die  zu  den- 
selben c gehören,  können  durch  eine  Punkttransformation  ineinander 
übergeführt  werden. 

Die  Konstanten  c bestimmen  also  den  „Körper“  kinematisch;  da- 
gegen gehören  zu  einer  Gruppe  noch  mehrere  „starre  Körper“,  insofern, 
als  die  Gruppe  bei  irgend  einer  linearen  Substitution  der  cd  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  ungeändert  bleibt,  die  für  T oben  vorausgesetzte 

Form  »2  aber,  wie  wir  noch  sehen  werden,  nur  für  alle  orthogo- 
nalen Substitutionen  der  cd.  Daher  ist  der  Satz,  daß  die  Gruppe  den 


1)  Lie-Engel  I,  S.  340,  Theorem  64.  Lie-Scheffers,  S.  435,  Theorem  30. 
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„starren  Körper“  charakterisiere,  nur  dann  richtig,  wenn  wir  alle 
„starren  Körper“,  die  zwar  zur  selben  Gruppe  gehören,  deren  T aber 
beliebige  konstante  Koeffizienten  enthält,  zum  selben  Typus  rechnen.1) 
In  diesem  Sinne  zählen  also  z.  B.  alle  gewöhnlichen,  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  starren  Körper  zu  demselben  Typus.  Nach  dieser 
Festsetzung  können  wir  sagen: 

Wenn  wir  alle  Typen  „ starrer  Körper“  mathematisch-kine- 
matisch kennen  lernen  wollen , genügt  es,  alle  Drehgruppen  auf- 
zustellen. 

Dieser  Aufgabe  aber  schicken  wir  einige  Betrachtungen  über  die 
„Drehungen“  voran. 


Zunächst  sei  bemerkt,  daß  der  Name  „Drehung“  für  orthogonale 
Substitution  auch  insofern  berechtigt  ist,  als  für  zwei  „Vektoren“  o' . . . o' 


und  cj''  . . . 


co „ 


die  Ausdrücke  ^ 


'2 
CO/.  , 


y©?  und  y 


^ j 


C0*(O/ 


Invarianten 


sind  und  daher  auch  die  Entfernung  ihrer  Endpunkte  — co'f)2 


Und  dadurch  sind  auch  umgekehrt  die  orthogonalen  Substitutionen  aus 
den  anderen  linearen  eindeutig  herausgehoben,  und  zwar  genügt  es 

bereits,  die  Invarianz  von  '^Pco2  zu  fordern.  Daher  bilden  auch  alle 

Drehungen  wieder  eine  Gruppe,  die  „Gruppe  aller  Drehungen  des 
w-dimensionalen  Raumes“. 

Wir  wollen  von  dieser  Gruppe  folgenden  Satz  beweisen: 

Die  Gruppe  aller  Drehungen  des  n- dimensionalen  Raumes  und  die 
Gesamtheit  ihrer  Untergruppen  ist  dadurch  charakterisiert , daß  die 
n2  Koeffizienten  einer  jeden  ihrer  infinitesimalen  Transformationen 


äl°3Q=2  al,v,<,%äTX*)  = 

/u  = l . . n 

eine  schiefe  Determinante  nten  Grades  bilden  und  zwar  für  jedes  vor- 
handene L Das  heißt  also:  es  ist 


und 


1)  d.  h.  anstatt  die  Verschiedenheit  der  Enlerschen  Gleichungen  auf  die 
Mannigfaltigkeit  der  dieselbe  Gruppe  definierenden  c zu  werfen,  während  wir  die 
Form  T=£caf  beibehalten,  werfen  wir  sie  jetzt  zweckmäßiger  auf  die  Mannig- 
faltigkeit der  Konstanten  von  T,  um  so  über  die  c frei  verfügen  zu  können. 

2)  Daß  die  a konstant,  daß  also  die  infinitesimalen  Transformationen  lineare 

Funktionen  der  co  sind,  ist  selbstverständlich,  da  ja  die  endlichen  Transformations- 
gleichungen linear  und  homogen  sind. 


Von  Georg  Hamel. 
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Der  Beweis  lautet  so: 

Es  muß  infolge  der  Invarianz  von  2* 

= ° 

Q 

S***«**"* = 0 

2co<!a,n(.al,/>,V  + «/.,(.,,»)  = 0 

Und  daraus  folgt  dami  die  aufgestellte  Behauptung.  Der  Beweis 
läßt  sich  auch  umkehren,  und  daher  ist  die  gegebene  Bedingung  auch 
hinreichend. 

Aus  diesem  Satze  folgt  beispielsweise,  daß  die  adjungierte  Gruppe 
einer  Drehgruppe  eine  n gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  aller 
Drehungen  ist,  ebenso  die  auf  Seite  40  genannte  Gruppe  der  e,  wenn 
die  Bedingungen  (IX)  (Seite  43)  erfüllt  sind. 

Wir  wollen  noch  im  folgenden  den  Kegel: 

«S  + «i +■••  + «:-  o, 

der  natürlich  bei  allen  „Drehungen“  in  sich  übergeht,  als  den  „abso- 
luten Kegel“  bezeichnen. 

Wir  können  dann  über  die  Gruppe  aller  Drehungen  noch  den 
folgenden,  für  uns  wichtigen  Satz  beweisen: 

Man  kann  in  dem  Baume  der  gj  jedes  lineare  Gebilde  durch  den 
Nullpunkt  in  jedes  andere  gleicher  Dimension  durch  eine  Drehung  über- 
führen, wenn  keines  der  beiden  linearen  Gebilde  den  absoluten  Kegel  berührt. 
Wir  beweisen  zunächst,  daß  man  die  (n  — 1)  dimensionale  Ebene 

21*0 °.  = o 

v 

dann  in  wn  = 0 überführen  kann,  wenn  nicht  2*  = 0 ist,  wenn  also 

die  Ebene  nicht  den  absoluten  Kegel  berührt. 

Drehen  wir  also,  indem  wir  setzen 


X 


2h^ = 1 

y. 

2h*>*hr,*  = 0 für  v ^ 


sein,  also 
oder 

für  alle  ca. 


wo 
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und  soll  dann  '^Avg)v  in  o^-const.  übergehen,  so  muß  sein 

= 0 für  k = 1,  2 • • • n — 1, 

V 

während  ^^vK,n  nicht  Null  werden  darf. 

V 

Nun  verfahren  wir  folgendermaßen: 

Wir  wählen  irgend  ein  Lösungssystem  von 

2kk,i  - o, 

V 

das  nicht  identisch  Null  ist.  Durch  Multiplikation  aller  hv  l mit  dem- 
selben Faktor  können  wir  noch  erreichen,  daß 

^4,1  = 1 

ist.  Denn  wäre  für  alle  Lösungssysteme  der  Gleichung  = 0 

auch  ^74,  i = 0,  so  müßte  hv  l = r0Ar  sein1)  und  daher  auch  = 0, 

was  ausgeschlossen  sein  sollte.  (r0  = 0 ist  auch  nicht  möglich,  eben- 
sowenig t0  = oo.)  Jetzt  nehmen  wir  eine  nicht  verschwindende  Lösung 
der  Gleichungen 

= 0 = °- 
v 

Wieder  kann  nicht  2 = 0 sein,  da  sonst 

K,2  = *A,i  + roK 

sein  müßte.  Daraus  folgte  dann  zunächst  durch  Multiplikation  mit  l 
und  Summation  r0  = 0.  Multiplikation  mit  hv  1 und  Summation  über  v 
gäbe  dann  auch  rx  = 0,  alle  hv  2 wären  Null,  was  doch  nicht  so  sein 
sollte. 

Man  kann  also  auch  wieder  erreichen,  daß 

ist.  So  fahren  wir  fort. 

An  vorletzter  Stelle  haben  wir  die  Gleichungen  zu  lösen: 

K\,n- 1 = ^v-l^lr,n-l  = 0 • • ’ ,n-2^lv ,n- 1 = 

Das  sind  n — 1 lineare  homogene  Gleichungen  mit  n Unbekannten; 


1)  weil  für  alle  dlnv  t,  die  ■,  = 0 genügen,  auch  1dhv  l — 0 

sein  müßte. 


Von  Georg  Hamel. 
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sie  besitzen  eine  von  Null  verschiedene  Lösung.  Wäre  für  diese  Lösung 
auch  ^hrtn-i  = 0;  so  folgte 

v 

K,n- 1 = roK  + rlK,l  + • • • + — 2 Ar , « — 2 * 

Daraus  müßte  man  wieder,  ebenso  wie  früher,  nach  einander  r0  = 0, 
j = 0 • • • rn_ 2 = 0 schließen,  die  hv  n_1  wären  alle  Null,  was  nicht 


x1  = 0 ...  x 
sein  kann.  Man  kann  daher  auch 


erreichen. 

Schließlich  bleibt  zu  lösen: 


2KA,n  = o, 


2V». 


lK,n  = 


Das  sind  wieder  n — 1 homogene  Gleichungen,  sie  haben  eine  von 
Null  verschiedene  Lösung,  und  es  ist  auch  nicht  h2V)  n = 0,  da  sonst 

K,n  = rlK,l  + rn-lK,n-l 

folgen  würde,  woraus  man  wieder  das  Verschwinden  aller  r zu  schließen 
hätte.  Daher  kann  auch  — 1 gesetzt  werden.  Damit  sind  aber 

V 

alle  geforderten  Gleichungen  für  die  li  befriedigt;  es  bleibt  nur  noch 
zu  zeigen,  daß  ^^hVt9lXv  nicht  verschwindet. 

Wäre  das  nämlich  der  Fall,  so  müßte,  weil  die  Gleichungen 
»,A.  = 0 erfüllt  sind,  eine  lineare  Relation  rQXv  + + 

+ = 0 bestehen,  die  aber  nach  den  früheren  Schluß- 

weisen und  nach  den  Annahmen  über  die  A ebenfalls  unmöglich  ist. 
Man  kann  also  alle  Bedingungen  für  die  h befriedigen. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  in  der  Tat  durch  eine  Drehung  jede  Ebene 

>Vv  = 0 in  die  Form  on  = 0 gebracht  werden  kann,  wenn  nicht 

= 0 ist,  d.  h.  wenn  nicht  die  Ebene  den  absoluten  Kegel  berührt. 

Um  nun  ähnliches  von  jeder  niederen,  etwa  (n  — v)  dimensionalen 
linearen  Mannigfaltigkeit  zu  zeigen,  legen  wir  durch  diese  eine  nächst- 
höhere Mannigfaltigkeit,  die  auch  den  absoluten  Kegel  nicht  berührt, 
(was  stets  möglich  ist)  usw.,  schließlich  eine  (n  — l)-dimensionale  Ebene. 
Diese  drehen  wir  dann  in  an  = 0.  In  dieser  Ebene  drehen  wir  die 
nächstniedere  Mannigfaltigkeit  in  con_1  = 0,  und  so  fahren  wir  fort, 
bis  wir  schließlich  die  gegebene  n — v dimensionale  Mannigfaltigkeit 
in  die  Form  con  = 0,  con_1  = 0 • • • (on_v+1  = 0 gebracht  haben. 

Und  damit  ist  der  genannte  Satz  bewiesen. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  50.  Band.  1904.  1.  u.  2.  Heft. 
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§ 14.  Die  Zusammensetzung  der  reellen  Drehgruppen. 


Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  dem  Studium  der 
Drehgruppen  zu. 

Zunächst  ist,  wie  aus  den  Formeln  auf  Seite  19  hervorgeht,  die 
Gruppe  des  starren  Körpers  eine  Drehgruppe. 

Es  gibt  aber  überhaupt  nur  zwei  dreigliedrige  Drehgruppen.  Denn 
da  stets  die  c mit  zvfrei  gleichen  Indices  verschwinden  müssen,  so  bleibt 
allein  c1)2>3  übrig.  Ist  auch  noch  clj23  Null,  so  sind  alle  c Null,  die 
Gruppe  besteht  aus  lauter  vertauschbaren  Transformationen  und  ist 
mit  der  Gruppe  der  Translationen  ähnlich;  wenn  aber  c±  2 3 nicht 
Null  ist,  so  kann  man  durch  passende  Wahl  der  co  erreichen,  daß 
ci,2,3  = 1 wird,  sodaß  also  die  Gruppe  dann  mit  der  Gruppe  der 
Drehungen  im  dreidimensionalen  Raume  ähnlich  ist.1) 

Nach  den  Bemerkungen  im  Anfänge  des  vorigen  Paragraphen 
können  wir  auch  sagen: 

Es  gibt  wesentlich  zwei  „ starre  Körper  von  drei  Freiheitsgraden u: 
den  um  einen  festen  Funkt  drehbaren  gewöhnlichen  starren  Körper  und 
den  freibeweglichen  Funkt. 

Es  ist  ein  erschwerender  Umstand , daß  das  charakteristische 
Merkmal  (IX)  (Seite  43)  der  Drehgruppe  nicht  an  allen  ihren  Dar- 
stellungen hervortritt.  Man  kann  nämlich  statt  der  co  solche  linearen 
Verbindungen  co'  einführen  mit  konstanten  Koeffizienten 


co 


(K) 


k — ^fjh/.,X  CO/. 


Ioder 


daß  für  die  zu  den  co'  gehörenden  c'  die  Relationen  (IX)  nicht  mehr 
erfüllt  sind. 

Aus  (K)  folgt  nämlich  analog  (14') 

~ , Q ,[2.  ; 

und  daraus 

x,  =^hXiQx;. 

y. 

also 

X = 2V,X. 


1)  Vergleiche  Lie-Scheffers  S.  571.  Von  den  dort  angegebenen  7 Typen 
können  also  nur  der  erste  und  letzte  Typus  in  Drehgruppen  verwandelt  werden. 
Siehe  betreffend  I die  Form  I'  auf  Seite  568. 
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Daraus  nun  ergeben  sich  die  Formeln 

ht , ?.  C/li  , v,  X — Gr,  x,  t ho,  /u  hy. , v ) 

oder  auch 
(16) 


y.,  o 


i , v,  A — C<J,  x,  t ho , /ti  h% , v H-i  f 


o,x,t 


Wenn  nun  auch  die  ca  x t die  Gleichungen  (IX)  befriedigen,  so  wird 
doch  nur  dann  auch 

C[i,v,X  + Cx,  v,f.i  = 0 

sein,  wenn 

2eo,.,Mh'A  + = 0 


O,  X,  t 


ist  für  alle  A,  g,  v. 

Und  da  natürlich  die  Determinante  der  h nicht  Null  sein  darf, 
so  folgt 

42'c«,*,*(Ä<r^-H l,t  + = 0 

O,  T 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (IX) 

2’w  ha t ht^H^a  0. 

r,  a<  t 

Im  allgemeinen  wird  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  sein,  wohl  aber 
stets  dann,  wenn  haX  = Hk  o ist,  d.  h.  wenn  die  Substitution  (K)  ortho- 
gonal ist.  Also  haben  wir  den  Satz: 

Bei  einer  orthogonalen  Substitution  der  gj  mit  konstanten  Koeffizienten 
bleibt  die  Bedingung  (IX)  der  Drehgruppe  in  dieser  Form  erhalten,  aber 
im  allgemeinen  nicht  bei  allen  linearen  Substitutionen. 

Nun  wollen  wir  eine  charakteristische  Eigenschaft  für  die 
adjungierte  Gruppe  einer  Drehgruppe  beweisen.  Die  vte  infini- 
tesimale Transformation  dieser  adjungierten  Gruppe  lautet,  wie  schon 
oft  angegeben 

Wenn  nun  die  Gleichungen  (IX)  erfüllt  sind,  so  ist  die  Determinante 

i<wi  Ci!;::3 

schief  für  alle  v. 

Und  daher  ist  nach  dem  auf  Seite  46  bewiesenen  Satze  die  ad- 
jungierte Gruppe  einer  Drehgruppe  eine  n-gliedrige  Untergruppe  der 
Gruppe  aller  Drehungen  des  n-dimensionalen  Baumes . 


1)  Siehe  Lie-Engel  I S.  290,  Formel  (3). 


52 


Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik. 


Dieser  Satz  zusammen  mit  dem  oben  genannten  ermöglicht  uns 
nun  ein  genaueres  Studium  der  Drehgruppen. 

Wir  bedienen  uns  zu  dem  Zwecke  nach  Lie  des  Hilfsmittels,  daß 
wir  jede  infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe  durch  einen 
Strahl  Oj  [:  co2  : • • • : cjn  im  ^-dimensionalen  Raume  der  o darstellen. 
Danu  entspricht  jeder  v-gliedrigen  Untergruppe  eine  ^-dimensionale 
lineare  Mannigfaltigkeit  durch  den  Anfangspunkt,  die  bei  allen  Trans- 
formationen der  adjungierten  Gruppe,  deren  repräsentierende  Punkte 
in  ihr  liegen,  ungeändert  bleibt.1)  Ist  die  Untergruppe  in  der  Gruppe 
invariant,  so  bleibt  die  ebene  Mannigfaltigkeit  bei  allen  Transfor- 
mationen der  adjungierten  Gruppe  ungeändert.2) 

Wir  machen  nun  die  Voraussetzung,  daß  die  Drehgruppe 
reell  sei. 

Nehmen  wir  weiterhin  zunächst  einmal  an,  daß  sie  eine  reelle  in- 
variante Untergruppe  besitze. 

Dann  kann  man  durch  eine  Substitution  (K)  (Seite  50)  und  zwar 
durch  eine  reelle  Drehung  solche  neuen  o einführen,  daß  die  der 
Untergruppe  entsprechende  ebene  Mannigfaltigkeit  in  die  Mannigfaltig- 
keit = 0,  G5w_1  = 0-  --cav+1  = 0 übergeht.  (Siehe  den  Satz  auf 
Seite  47.)  Dadurch  ist  dann  erreicht,  daß  die  v infinitesimalen  Trans- 
formationen der  invarianten  Untergruppe  gerade  X1  . . . Xv  werden, 
ohne  daß  dabei  die  charakteristische  Eigenschaft  (IX)  der  [cx  v ver- 
loren gegangen  ist.  (Nach  dem  Satze  auf  Seite  51.)  Weil  nun  zu- 
nächst die  X±  . . Xv  für  sich  eine  Gruppe  bilden,  so  ist  jedes  c Null, 
das  zwei  Indices  aus  der  Reihe  1, 2 ...  v und  einen  aus  der  Reihe 
v -j-  1,  • • • n besitzt.  Weil  ferner  diese  Untergruppe  invariant  ist,  und 
daher  bei  der  Bildung  der  Klammersymbole  (Xy,  Xv+x)  (x  = l , 2 • • • v) 
nur  lineare  Verbindungen  von  Xt  ...  Xv  entstehen,  so  verschwinden 
auch  alle  c mit  einem  Index  aus  der  Reihe  1,  2 ...  v und  zwei  Indices 
aus  der  Reihe  v -f  1 • • • n.  Infolgedessen  bilden  aber  die  Transfor- 
mationen Xv+1  ...  Xn  selbst  nicht  nur  wieder  eine  Gruppe,  sondern 
sogar  eine  invariante  Untergruppe  der  ganzen  Gruppe;  außerdem  ist 
jedes  Element  der  ersten  Gruppe  mit  jedem  Element  der  zweiten  ver- 
tauschbar, da  ja  jedes  c verschwindet,  das  einen  Index  aus  der  Reihe 
1,  2 ...  v und  einen  aus  der  Reihe  v + 1 • • • n enthält,  gleichgültig, 
welches  der  dritte  Index  sei. 

Enthält  nun  eine  oder  beide  der  Untergruppen  ihrerseits  wieder 
eine  invariante  Untergruppe,  so  fahren  wir  so  fort;  schließlich  müssen 


1)  Lie-Scheffers,  Kap.  18,  § 1 und  § 3,  speziell  S.  478. 

2)  Ebenda,  S.  485. 
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wir  natürlich  zum  Ziele  kommen,  d.  h.  die  ganze  Gruppe  besteht  aus 
lauter  invarianten  Untergruppen,  die  alle  mit  einander  vertauschbar 
sind,  die  reell  und  im  Reellen  einfach  sind  und  also  keine  reelle  in- 
variante Untergruppe  mehr  enthalten.  Mithin  haben  wir  den  Satz: 

Jede  reelle  Breligruppe  besteht  aus  einer  Reihe  von  reellen  Dreh- 
gruppen X±  • • • XVl;  X,,l+1  • • • XVi-  ■ ■ ■ Xv^i  • • • Xn,  die  alle  mit  ein- 
ander vertauschbar  sind  und  von  denen  jede  im  Reellen  einfach  ist 

Wollen  wir  nun  diese  im  Reellen  einfachen  Drehgruppen  weiter 
kennen  lernen,  so  bedürfen  wir,  wie  wir  sehen  werden,  einer  kurzen 
Betrachtung  der  homogenen  ganzen  Invarianten  zweiten  Grades  der 
zugehörigen  adjungierten  Gruppe. 

Eine  solche  Invariante  kennen  wir,  nämlich 

öj  + ‘ * + Mn- 

Denn  die  adjungierte  Gruppe  ist  ja  eine  Untergruppe  der  Gruppe  aller 
Drehungen. 

Ich  behaupte  nun,  daß  eine  reelle , im  Reellen  einfache  Drehgruppe 
keine  weitere  quadratische  homogene  Invariante  ihrer  adjungierten  Gruppe 
haben  kann. 

Existierte  nämlich  eine  solche,  so  könnte  man  sie  durch  eine  reelle 
Drehung  auf  die  Form  bringen 

A1cjI  • An  ,1) 

Soll  das  aber  eine  Invariante  sein,  so  muß  für  alle  co  und  alle  X 


XÄ*  cö> = 0 

sein,  d.  h. 

^\Ay  coy  cr f ^ x at  = 0 , 

also  auch 

für  alle  jc,  r,  X. 

Ay  Ct,  X,  X "b  X,  t = 0 

Die  Bedingung  kann  man  nach  (IX)  auch  schreiben 

A)  = °- 

Entweder  sind  also  alle  A einander  gleich  — und  das  gibt  allein  die 
alte  Invariante  — oder  es  lassen  sich  die  A in  Klassen  teilen,  deren 
Individuen  einander  gleich  sind.  Dann  müssen  aber  nach  der  eben 
hingeschriebenen  Bedingungsgleichung  alle  ctly  verschwinden,  wenn 

1)  Siehe  Baltzer:  Determinanten  Seite  187  und  folgende  (5.  Aufl.,  Hirzel, 
Leipzig  1881). 
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nur  zwei  ihrer  Indices  verschiedenen  dieser  Klassen  zugehören.  Das 
heißt  aber:  entsprechend  der  Einteilung  der  A zerfällt  auch  die  ge- 
gebene Drehgruppe  in  invariante  Untergruppen , und  zwar  in  reelle 
Drehgruppen,  was  doch  nicht  sein  sollte.  Also  gibt  es  in  der  Tat  nur 
die  eine  quadratische  Invariante 

4 - • • • + raj  . 

Nun  besitzt  aber  nach  den  Untersuchungen  der  Herren  Killing1)  und 
Car  tan2)  die  adjungierte  Gruppe  einer  jeden  Gruppe  eine  Invariante 
zweiten  Grades;  und  zwar  erhält  man  diese  Invariante  folgendermaßen: 
Man  bilde  die  „charakteristische  Determinante": 


Q 

* ’ n,  1 Mq 

Q 

^jCQ,l,2aQ> 

9 

9 

•• 

9 

2CQ'  L n 03 Q ’ 

2%  2>tc°V 

Q Q Q 


und  entwickle  diese  nach  Potenzen  von  a.  Der  Koeffizient  %2(p)  von 
an~ 2 ist  dann  eine  quadratische  Form  der  co  und  zugleich  eine  In- 
variante der  adjungierten  Gruppe. 

Nehmen  wir  einmal  an,  diese  Form  sei  regulär,  d.  h.  ihre  Dis- 
krim inante  sei  von  Null  verschieden.  Dann  kann  man  durch  eine 
geeignete  lineare  Substitution  (Fl)  der  tu,  die  aber  eventuell  komplex 
sein  muß,  erreichen,  daß  diese  Form  die  Gestalt 

©i  4~  ©|  + * • * 4"  ©J 

annimmt. 

Durch  diese  Transformation  muß  aber  die  obige  beliebige  Gruppe 
in  eine  allerdings  nicht  notwendigerweise  reelle  Drehgruppe  übergehen. 
Denn  nach  dem  Satz  auf  Seite  46  müssen  die  Koeffizienten  ct  x y für 
alle  X eine  schiefe  Determinante  bilden,  d.  h.  es  muß  sein 

l,  y.  X,  t ' 

Und  das  ist  ja  das  Charakteristikum  der  Drehgruppe.  Damit  haben 
wir  den  neuen  Satz  gewonnen: 


1)  Killing:  „Die  Zusammensetzung  der  stetigen,  endlichen  Transformations- 
gruppen“ Math.  Annalen  31,  33,  34,  36  (Speziell  31,  § 2). 

2)  E.  Cartan:  „Über  die  einfachen  Transformationsgruppen“  Leipziger  Be- 
richte 1893  und:  „Sur  la  structure  des  groupes  de  transformations  finis  et  Con- 
tinus“ These,  Paris  1894. 
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Jede  Gruppe , deren  Killingsche  Invariante  %2  (co)  eine  quadratische 
Form  mit  nicht  verschwindender  Diskriminante  ist,  kann,  eventuell  durch 
homplexe  lineare  Transformation  der  co  (natürlich  mit  konstanten  Koef- 
fizienten) auf  die  Form  einer  Drehgruppe  gebracht  werden , d.  h.  einer 
Gruppe,  deren  c zyklisch  vertauschbare  Indices  besitzen. 

Nun  hat  Herr  Cartan  gezeigt,  daß  für  einfache  Gruppen  foixf) 
tatsächlich  regulär  ist  (Leipziger  Berichte  S.  401,  Theorem  I),  ebenso 
für  halbeinfache  Gruppen  (These,  Chapitre  IV).  Daraus  folgt: 

Jede  einfache  und  jede  halheinfache  Gruppe  kann  auf  die  Form 
einer  Drehgruppe  gebracht  werden. 

Dieses  Resultat  sei  jetzt  nur  beiläufig  erwähnt.  Um  die  im  Reellen 
einfachen  Drehgruppen  weiter  zu  untersuchen,  gebrauchen  wir  den  Satz, 
den  die  Theoreme  I und  IV  des  vierten  Kapitels  der  Cartanschen 
These  enthalten:  Jede  Gruppe,  für  die  %2{p)  e^ne  reguläre  Form  ist, 
ist  entweder  einfach  oder  ist  aus  einfachen,  invarianten  und  unter  ein- 
ander vertauschbaren  Untergruppen  zusammengesetzt,  d.  h.  sie  ist  einfach 
oder  halbeinfach. 

Nun  besitzt  unsere  reell  einfache  Drehgruppe  sicherlich  eine 
quadratische  Form  mit  nicht  verschwindender  Diskriminante  als  In- 
variante ihrer  adjungierten  Gruppe,  nämlich  + • • • + cdJ.  Und  da 
nach  dem  auf  Seite  53  bewiesenen  Satze  eine  weitere  quadratische  In- 
variante nicht  vorhanden  sein  kann,  so  muß  die  Killingsche  Invariante 
%s(ai)  gerade  die  Form  const.  (raj  + •••  + ©J)  haben. 

Null  kann  die  Konstante  nicht  sein,  da  im  Falle  einer  Dreh- 
gruppe %3(ca>)  die  Form  hat: 


(siehe  Killing  Annalen  31,  S.  261).  Dieser  Ausdruck  kann  aber  bei 
reellen  c nur  dann  identisch  Null  sein,  wenn  alle  c Null  sind. 

Daher  findet  der  auf  Seite  55  oben  zitierte  Satz  des  Herrn  Cartan 
auf  die  reellen,  im  Reellen  einfachen  Drehgruppen  seine  Anwendung: 
sie  lassen  sich  in  eine  Reihe  invarianter,  mit  einander  vertauschbarer 
einfacher  Gruppen  zerlegen,  die  dann  natürlich  nicht  mehr  reell  sind 
(wenn  nicht  die  reell  einfache  Gruppe  auch  schon  im  Komplexen  ein- 
fach war). 

Nehmen  wir  nun  noch  den  schon  auf  Seite  55  oben  vorweg  ge- 
nommenen Satz  hinzu,  so  ergibt  sich  folgendes  Theorem: 

Jede  reelle  Drehgruppe  läßt  sich  in  eine  Reihe  invarianter  mitein- 
ander vertauschbarer , einfacher,  aber  im  allgemeinen  nicht  mehr  reeller 
Gruppen  zerspalten,  denen  man  dann  auch  wieder  die  Form  von  Dreh- 
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gruppen  geben  kann.  Denn  man  kann  jede  einfache  Gruppe  in  eine 
Drehgruppe  verwandeln , allerdings  nicht  immer  im  Gebiete  des  Beeilen. 

Und  da  die  Herren  Killin g und  Cartan  alle  Typen  einfacher 
Gruppen  angegeben  haben,  so  ist  damit  das  Problem  der  Untersuchung 
reeller  Drehgruppen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  erledigt.  Es  wäre 
aber  z.  B.  noch  die  Frage  der  Untersuchung  wert,  ob  es  zu  jedem 
Typus  von  einfachen  Gruppen  auch  reell  einfache  Gruppen  gibt,  eine 
Frage,  die  wohl  nicht  immer  zu  bejahen  ist. 

Die  Untersuchung  komplexer  Drehgruppen  habe  ich  noch  nicht 
bis  zu  dem  für  reelle  Gruppen  erreichten  Standpunkte  führen  können. 
Zwar  lassen  sich  im  allgemeinen  die  Überlegungen  ähnlich  durch- 
führen, doch  macht  ein  spezieller  Fall  Schwierigkeiten:  nämlich  die 
Annahme,  daß  eine  Drehgruppe  auftrete,  die  als  einzige  invariante 
Untergruppen  solche  besitzt,  deren  repräsentierende  lineare  Mannig- 
faltigkeiten den  absoluten  Kegel  berühren.  Man  kann  dann  deren 
Untergruppen  nicht  mehr  die  Form  X±  ...  Xv  geben,  ohne  das  Merk- 
mal IX  der  Drehgruppe  zu  ändern.  Wir  sehen  daher  hier  von  der 
Untersuchung  komplexer  Drehgruppen  ab. 


Noch  ein  spezielles  Resultat  mag  erwähnt  werden,  das  aus  der 
Anwendung  der  hier  erhaltenen  Resultate  auf  die  Überlegungen  zu 
Anfang  des  dritten  Kapitels  folgt: 

Außer  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Translationen  und  der  drei- 
gliedrigen der  Rotationen  gibt  es  unterhalb  n = 8 nach  Killing  und 
Cartan  keine  einfachen  Gruppen. 

Daher  sind  die  einzigen  Typen  starrer  K'örpera  von  tveniger  als 
8 Freiheitsgraden  die  folgenden: 

1.  Der  materielle  Punkt  mit  einer,  zwei  oder  drei  Translations- 
bewegungen. 

2.  Der  um  einen  festen  Punkt  drehbare  starre  Körper. 

3.  Der  um  einen  festen  Punkt  drehbare  starre  Körper  und  ein 
von  ihm  unabhängiger  materieller  Punkt  mit  einer,  zwei  oder  drei 
Translati  onsbewegungen. 

4.  Zwei  von  einander  unabhängige,  je  um  einen  festen  Punkt 
drehbare  starre  Körper. 

5.  Zwei  von  einander  unabhängige  Punkte  mit  je  einer,  zwei  oder 
drei  Translationsbewegungen. 

6.  | Einer  der  drei  zuletzt  genannten  Fälle  und  dazu  noch 

7.  > ein  unabhängiger  materieller  Punkt  mit 

8.  ) einer  Translationsbewegung. 
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Das  ist  so  zu  verstehen:  Das  Gleichungssystem  eines  „starren 
Körpers“  von  z.  B.  7 Freiheitsgraden  kann  auf  eine  solche  Form  ge- 
bracht werden , daß  einige  Gleichungen  einfach  lauten 

dJ 

Ht  = 

die  andern  lassen  sich  in  Klassen  zu  je  dreien  zusammenfassen , so  daß 
jede  Klasse  genau  die  Form  der  gewöhnlichen  Eulerschen  Gleichungen 
annimmt  (siehe  Seite  19).  Dabei  können  aber  alle  J noch  lineare  Ver- 
bindungen sämtlicher  sieben  gj  sein  (mit  konstanten  Koeffizienten). 

Diese  Bemerkung  gilt  allgemein: 

Einer  Zerlegung  der  Gruppe  entspricht  zwar  eine  formale  Zerlegung 
der  Gleichungen;  da  aber  die  Impulslwmponenten  J noch  lineare  Verbin- 
dungen aller  co  sein  können,  kann  man  nicht  von  einer  Zerlegung  des 
„starren  Körper su  sprechen,  sondern  nur  von  einer  Zerlegung  des  Typus. 
(Siehe  die  Erörterung  über  den  Begriff  Typus  zu  Anfang  des  dritten 
Kapitels.) 

Karlsruhe,  im  Oktober  1903. 


